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Introduction Ge´ne´rale
Un des objectifs de la physique des hautes e´nergies est d’e´laborer une the´orie quan-
tique saine capable de de´crire les quatres interactions fondamentales de l’univers. Alors
que l’interaction e´lectromagne´tique (s’exercant entre les particules charge´es), l’interaction
faible (responsable des de´sinte´grations nucle´aires) et l’interaction forte (permettant la
cohe´sion des noyaux atomiques) sont ade´quatement de´crites dans le cadre des mode`les
de grande unification; la gravitation, responsable de l’attraction mutuelle entre les corps
mate´riels, est cependant traite´e a` part. Les mode`les de supercordes que nous allons
pre´senter dans ces notes permettent de re´soudre ce proble`me au de´triment de la cre´ation
d’autres [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].
L’ide´e de base de la the´orie de supercordes conside´re qu’au niveau quantique (< 10−34
cm), les objets fondamentaux de la physique ne sont plus vus comme des particules
ponctuelles de dimension nulle mais plutoˆt comme des objets e´tendus de dimension un
et de tension T . Il existe plusieurs types de cordes: corde bosonique (ouverte ou ferme´e)
ou fermionique (ouverte, ferme´e; chirale et non chirale). A l’e´chelle de Planck, les cordes
bosoniques ferme´es sont assimile´es a` des cercles; ses excitations quantiques contiennent
entre autres le graviton et un tenseur antisyme´trique de rang deux jouant un roˆle crucial
en the´orie des cordes. Quant aux cordes bosoniques ouvertes, elles sont assimile´es a` des
petits segments avec des conditions aux bords de Dirichlet ou de Neumann; ses excitations
quantiques contiennent naturellement les champs de jauge [1, 2, 3]. Les deux types de
cordes, ouvertes et ferme´s, sont ne´cessaires pour la construction des mode`les quantiques
consistents.
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Lors de son mouvement classique, la corde bosonique (ouverte et ferme´e) engen-
dre dans l’espace-temps une surface bidimensionnelle (surface d’univers). Par suite,
la the´orie classique des cordes peut eˆtre vue comme une the´orie des champs bidimen-
sionnelle conforme. Au niveau quantique, les contraintes d’invariance conforme exigent
que la dimension de l’espace-temps soit e´gale a` D = 26 au lieu des (1+3) habituelles
[9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. Ce type de mode`le est baptise´ the´orie de corde
bosonique. Cette the´orie n’est cependant pas consistante au niveau quantique en raison
de:
• Absence des fermions ne´cessaires pour de´crire la matie`re.
• Pre´sence du tachyon (particule de masse carre´e ne´gative).
Le premier proble`me est re´solu par la conside´ration des the´ories de supercordes (cordes
supersyme´triques) qui vivent dans un espace-temps de dimension re´duite a` D = 10 et le
deuxie`me est surmonte´ par la projection de Gliozzi, Sherk et Olive (GSO) [13, 14]. Les
contraintes, permettant de compenser les anomalies gravitationnelle et de Yang-Mills,
montrent qu’il n’existe pas une seule the´orie a` D = 10, mais plutoˆt cinq mode`les de su-
percordes classe´s comme suit [3]
(a) Supercordes ayant une supersyme´trie d’espace-temps N = 1 a` dix dimensions com-
prenant:
• Supercorde de type I avec un groupe de jauge SO(32)
• Supercorde he´te´rotique SO(32)
• Supercorde he´te´rotique E8 × E8
(b) Supercordes ayant une supersyme´trie d’espace-temps N = 2:
• Supercorde non chirale type IIA
• Supercorde chirale type IIB
Le spectre des e´tats non massifs de ces mode`les contient le dilaton φ, dont gs = e
φ est la
constante de couplage de la the´orie, le graviton de spin 2 et des tenseurs antisyme´triques
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de jauge ge´ne´ralisant la notion de potentiel vecteur Aµ a` des tenseurs antisyme´triques
Aµ1...µp+1 a` p+1 indices ((p+1)-formes, p = 1, 2, . . .). Ces tenseurs se couplent a` des objets
e´tendus appele´s p-branes qui ge´ne´ralisent la particule ponctuelle (p = 0) et la corde (p =
1). Les p-branes sont infiniment lourdes a` faible couplage et occupent des hypersufaces
de (p + 1) dimensions dans l’espace-temps a` dix dimensions. Il existe diffe´rents types de
branes: NS-NS branes qui sont charge´es sous l’action des tenseurs du secteur NS-NS et
D-branes charge´es sous les tenseurs R-R [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. Ces dernie`res
sont stables et jouent un roˆle important dans la description du re´gime non perturbatif des
mode`les de supercordes [3].
La the´orie des supercordes peut eˆtre e´galement de´finie dans des dimensions infe´rieures
a` D = 10 en utilisant la me´thode de compactification [3, 28]. Cette dernie`re suppose
que certaines des dix dimensions sont compactes et non observables a` notre e´chelle. Les
compactifications les plus e´tudie´es en the´orie des supercordes sont:
• Compactification toroidale qui pre´serve toutes les supercharges initiales [29].
• Compactification sur des varie´te´s de Calabi-Yau pre´servant un certain nombre de
supercharges a` dix dimensions [30, 31, 32, 33].
Ces dernie`res restent les candidats les plus probables pour connecter les mode`les de su-
percordes au notre monde re´el.
Puisqu’il existe cinq types de mode`les de supercordes consistents a` dix dimensions,
nous allons se trouver avec un grand nombre de the´ories de supercordes a` des dimensions
infe´rieures. Ces mode`les sont diffe´rents de ceux des supercordes fondamentales a` dix
dimensions dont les e´tats du vide sont de´termine´s par les valeurs moyennes des champs
scalaires (appele´es aussi modules ) interpre´te´es comme les coordonne´es locales d’un espace
communement appele´ espace des modules.
La compactification est une me´thode permettant non seulement de re´duire la dimen-
sion de l’espace-temps mais offre aussi des possibilite´s de connecter les diffe´rents mode`les
de supercordes dans les dimensions infe´rieures par le biais des syme´tries de dualite´s. Des
progre`s re´cents conduisent a` penser que ces diffe´rentes the´ories ne sont en fait que des
cas limites d’une the´orie unique, appele´e the´orie-M (M pour me`re) [34]. Les syme´tries de
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dualite´s relient des re´gimes de couplage diffe´rents ge´ne´ralisant ainsi la dualite´ e´lectrique-
magne´tique observe´ par le passe´ dans le cadre des the´ories de jauge a` quatre dimensions.
L’exemple le plus simple de syme´trie de dualite´ en the´orie des supercordes est nulle doute
la dualite´-S de la the´orie IIB a` dix dimensions e´changeant la constante de couplage gIIB en
1
gIIB
[35]. Un autre exemple est donne´ par les supercordes de type I SO(32) et he´te´rotique
SO(32) qui sont e´change´es moyennant la substitution ghet =
1
gI
. La supercorde he´te´rotique
peut eˆtre vue alors comme le soliton de la supercorde type I a` dix dimensions. Ces argu-
ments conduisent a` conside´rer les mode`les de type I SO(32) et la supercorde he´te´rotique
SO(32) comme deux de´veloppements perturbatifs extreˆmes, l’un a` gI faible et l’autre a`
1
gI
faible d’une meˆme the´orie de´finie en toute valeur de gI .
Les syme´tries de dualite´s, qui sont ade´quatement de´crite par la syme´trie miroir intro-
duite dans [3], existent e´galement pour les mode`les de supercordres dans des dimensions
d’espace-temps infe´rieures a` dix. A neuf dimensions par exemple, les espaces des modules
des supercordes he´te´rotiques E8 × E8 et SO(32) sont perturbativement e´quivalents par
la dualite´-T apre`s compactification sur un cercle. De meˆme les mode`les de supercordes
de type IIA et type IIB sont isomorphes sous la dualite´-T [3]. En pratique, il se trouve
que le cas le plus important de dualite´ corde-corde est celui reliant la supercorde IIA
sur une varie´te´ K3 et la supercorde he´te´rotique sur un tore T 4 [3, 34, 36, 37, 38, 40].
Ces deux mode`les pre´sentent le meˆme espace des modules R+ × SO(20,4,R)
SO(20)×SO(4) de´crivant
le dilaton (R+) et les modules du re´seau pair auto-dual de Narain Γ20,4 de´finissant la
compactification de supercorde he´te´rotique sur T 4 ou encore la compactification de la
the´orie de supercorde de type IIA sur K3. Les e´tats non massifs du spectre perturbatif
correspondant au re´seau de Narain Γ20,4 sont identifie´s avec les D-2branes de IIA sur K3
enroule´es sur les 2-cycles d’aire nulles de l’homologie de K3. Autrement dit la syme´trie de
jauge perturbative des supercordes he´te´rotiques sur T 4 est identifie´e avec les singularite´s
ADE de K3 [38]. Ainsi a` six dimensions, l’e´tude de la syme´trie de jauge non abe´lienne
dans le mode`le de supercorde type IIA aux faibles e´nergies est rattache´e a` l’e´tude des
singularite´s de K3 en pre´sence des D-2branes enroule´es sur les 2-cycles de K3. Cette ide´e
a e´te´ de´veloppe´e C. Vafa et al pour e´tudier la limite des the´ories des champs a` six et a`
quatre dimensions obtenues a` partir de la supercorde IIA et de la the´orie-F [39]. Cette
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e´tude a donne´ naissance a` l’approche dite inge´nierie ge´ome´trique (geometric engineering)
des the´ories des champs quantiques [40, 41]. Cette construction va au dela` du ce´le`bre
mode`le de Seiberg-Witten des the´ories de jauge supersyme´triques N = 2 a` quatre di-
mensions [42, 43] et offre une alternative a` l’approche de Hanany-Witten des the´ories de
jauge base´e sur l’introduction des D-branes [44, 45]. Le succe` de l’inge´nierie ge´ome´trique
est essentiellement du aux me´thodes sophistique´es de la ge´ome´trie torique des varie´te´s de
Calabi-Yau locales et de la syme´trie miroir. L’ide´e principale de l’inge´nierie ge´ome´trique
des the´ories quantiques des champs a` partir des mode`les de supercordes est de partir de
la supercorde de type IIA, en pre´sence des D2-branes, compactifie´e sur des varie´te´s de
Calabi-Yau locales a` trois dimensions complexes. Ceci donne naissance, a` faible e´nergie,
a` des the´ories des champs supersyme´triques N = 2 a` quatre dimensions dont l’espace
des modules physique M contient l’espace des modules ge´ome´triques de Calabi-Yau a`
trois dimensions complexes. En fait, la compactification de la the´orie IIA sur K3, en
pre´sence de D2-branes, conduit a` des the´ories supersyme´triques N = 2 a` six dimensions;
une deuxie`me compactification sur un espace de dimension 2, conduira alors a` des mode`les
de type IIA a` quatre dimensions.
Le but central de ces notes est de donner une revue sur les recents de´veloppements de
la the´orie supercordes; tout particulie`rement leurs spectres d’e´tats non massifs, classifica-
tion des supercordes, compactification et dualitie´s.
Dans le premie`r chapitre nous rappelons la the´orie quantique des cordes bosoniques (ou-
vertes et ferme´es) vivant a` 26 dimensions. Par suite nous introduisons dans le chapitre
deux la the´orie des supercordes ge´ne´ralisant la corde bosonique vers une the´orie plus saine
a` D = 10. En utilisant la projection de Gliozzi, Sherk et Olive (GSO), nous constru-
isons le spectre d’e´tats non massifs de la the´orie des supercordes a` D = 10. Finalement
nous donnons une classification des cinq mode`les de supercordes ainsi que leurs spectres
a` D = 10.
Dans le chapitre 3, nous e´tudions les diffe´rentes compactifications des mode`les de super-
cordes a` D = 10 vers des dimensions infe´rieures. En premier temps, nous examinons
trois exemples de compactification des supercordes: La compactification toroidale sur un
tore T d, la compactification sur K3 de groupe d’holonomie SU(2) et la compactification
12 Introduction Ge´ne´rale
sur des varie´te´s de Calabi-Yau a` trois dimensions complexes. Afin de mieux illustrer la
compactification sur T d, nous commenc¸ons tout d’abord par la compactification des super-
cordes sur un cercle S1. Ensuite nous donnons les compactifications des cinq mode`les des
supercordes sur la varie´te´ K3 (vue comme orbifold) ainsi que sur des varie´te´s complexes
de Calabi-Yau a` trois dimensions. Apre`s, nous montrons comment peut-on construire les
mode`les duaux en utilisant la compactification. Cette e´tude montre que le re´gime non
perturbatif des mode`les de supercordes est base´ sur l’e´tude des D- branes [3] dont on
rappelle la physique dans le chapitre quatre. Nous profitons de cette e´tude pour prouver
les syme´tries de dualite´s des mode`les de superordres en utilisant comme argument de
de´part la dualite´ entre la supercorde he´te´rotique sur le tore T 4 et la supercorde de type
IIA sur K3. Nous montrons, a` partir de l’aspect singulier de K3, comment extraire de
manie`re ge´ome´trique les syme´tries de jauge non abe´lienne dans le mode`le de supercorde
IIA. Apre`s nous etendons cette dualite´a` quatre dimensions.
Chapter 1
The´orie de la corde Bosonique
Couronne`e de succe´s pour la description des trois interactions e´lectromagne´tique, forte et
faible dans le cadre du mode`le standard, la the´orie quantique des champs de particules
e´le´mentaires devrait cependant reconnaitre son e´chec a` de´crire la force gravitationnelle
au niveau quantique. La the´orie des supercordes apparait a` l’heure actuelle comme le
seul candidat convenable a` l’unification quantique des quatre interactions fondamentales
de la nature. La the´orie des supercordes a e´te´ introduite dans les anne´es 1970, mais
son e´tude re´elle n’a commence´ qu’a` partir des anne´es 1980. Classiquement cette the´orie
de´crit la dynamique relativiste d’un objet unidimensionnel balayant une surface d’univers
au cours de sa propagation dans l’espace-temps; tout comme la trajectoire d’une particule
e´le´mentaire qui est une ligne d’univers. De cette proprie´te´, il de´coule que la the´orie des
supercordes peut eˆtre vue comme une the´orie des champs bidimensionnelle conforme. Il
existe deux types de cordes: la corde ouverte et la corde ferme´e vues, a` petite e´chelle,
comme un interval ou un cercle respectivement. Les degre´s de liberte´ (ddl) des secteurs
gauche (L) et droit (R) de la corde ferme´e sont essentiellement inde´pendants. La corde
ouverte posse`de alors la moitie´ des (ddl) de la corde ferme´e a` cause des conditions au
bords.
L’e´tude quantique de la the´orie des cordes re´ve`le la distinction de deux types de cordes:
la corde bosonique et la corde fermionique ou supercorde. Cette dernie`re admet une
surface d’univers supersyme´trique. Ceci signifie qu’en plus des coordonne´es bosoniques,
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nous avons aussi des coordonne´es fermioniques re´alisant la supersyme´trie de la surface
d’univers. Les contraintes d’invariance conforme de la the´orie quantique des cordes exigent
que la dimension critique de l’espace-temps soit D = 26 pour la corde bosonique et
D = 10 pour la supercorde. A premie`re vue, ces dimensions d’espace-temps semblent
e´tranges; elles sont cependant le prix a` payer pour avoir une the´orie quantique consistante
capable de de´crire l’unification des quatre interactions fondamentales de la nature. Dans
chapitre 3, nous allons voir comment re´duire ces dimensions a` la dimension usuelle de
l’espace-temps a` notre e´chelle. Outre la dimension 26, la the´orie quantique de la corde
bosonique admet d’autres proble`mes dus a` la pre´sence d’une particule de masse carre´e
ne´gative (le tachyon) ainsi que de l’absence de degre´s de liberte´ fermioniques dans l’espace-
temps. Ces deux proble`mes sont absents en the´orie quantique des supercordes a` dix
dimensions. C’est la raison qui nous a pousse´ a` concentrer notre attention sur l’e´tude des
mode`les de supercordes. Cependant il faudrait noter que malgre´ ses de´fauts, l’e´tude de la
the´orie quantique de la corde bosonique reste toujours un sujet de rechereche d’actualite´;
en particulier en connection avec les re´cents de´veloppements sur la conjecture de Sen
concernant le proble`me de condensation des tachyons [48, 49].
La pre´sentation de ce chapitre est comme suit: Dans les sections 1 et 2, nous introduisons
les grandes lignes de la the´orie quantique bosonique. La` aussi nous donnons seulement
les re´sultats fondamentaux. Plus de de´tails pourront eˆtre trouve´s dans [1, 2, 3].
1.1 Corde bosonique classique
1.1.1 Approche de Polyakov
L’ide´e centrale de la the´orie des cordes est de conside´rer les objets fondamentaux de
la physique classique non plus comme des particules ponctuelles (de dimension 0) mais
plutoˆt comme des objets de dimension 1, dote´s d’une longeur tre`s petite. Les diffe´rentes
particules e´le´mentaires que nous connaissons apparaitraient alors comme diffe´rents modes
de vibration de la corde. Le but essentiel de la the´orie des cordes est alors la construction
d’une me´canique quantique relativiste des objets e´tendus ayant une structure interne de
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dimension 1. Pour mieux illustrer l’ide´e, il est inte´ressant de rappeler tout d’abord l’action
classique d’une particule libre ponctuelle relativiste Xµ(τ), de masse m [3, 8]:
S = −m
∫
dτ
√
dXµ
dτ
dXν
dτ
, (1.1.1)
ou` τ est le temps propre. Par analogie, l’action classique de la corde de´crite par Xµ(τ, σ),
ou` σ est l’extension unidimensionnelle, est donne´e par
S = −T
∫
dτdσ
√
|det ∂αXµ∂αXµ|, (1.1.2)
ou` T = 1
2piα′
est la tension de la corde et α′ est un parame`tre de dimension [m]−2. (τ, σ)
sont les coordonne´es de la surface d’univers et (α, β) de´signent les directions (τ et σ).
Equation (1.1.2) dite l’action Nambu - Goto, est une action tre`s difficile a` manier a` cause
de la racine carre´e. Pour de´passer cette difficulte´ technique, Poyakov a introduit une
autre action, classiquement e´quivalente a` l’action (1.1.2), posse`dant les meˆmes proprie´te´s
de syme´trie mais a l’avantage d’eˆtre quadratique en les coordonne´es Xµ(τ, σ) [9, 10]:
S = −T
2
∫
dτdσ
√−hhαβ∂αXµ∂βXµ. (1.1.3)
En plus de Xµ(τ, σ), cette action contient un champ auxiliaire hαβ(τ, σ) de´crivant la
me´trique de la surface d’univers. h est le de´terminant de la matrice hαβ(τ, σ) et h
αβ(τ, σ)
est l’inverse de hαβ(τ, σ). L’ action (1.1.3) admet plusieurs syme´tries locales:
• Le groupe de Poincare´ dont les e´le´ments (Λµν , aν) agissant comme:
Xµ → ΛµνXν + aν (1.1.4)
• Le groupe de la reparame´trisation (diffe´omorphisme) de la surface d’univers
σ → σ′(σ, τ) (1.1.5)
τ → τ ′(σ, τ) (1.1.6)
• La syme´trie de Weyl:
hαβ → ef(τ,σ)hαβ. (1.1.7)
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Les variations de l’action de Polyakov par rapport a` la me´trique hαβ et les champs Xµ
conduisent aux e´quations suivantes
Tαβ =
√−h(∂αXµ∂βXµ)− 1
2
hαβhλσ∂λX
µ∂σXµ (1.1.8)
et
∂α(
√
hhαβ∂βX
µ) = 0, (1.1.9)
ou` T αβ est le tenseur e´nergie-implusion. C’est un tenseur syme´trique conserve´ et de trace
nulle, ce qui montre que (1.1.3) est une the´orie des champs conforme a` deux dimensions.
En utilisant l’invariance sous les diffe´omorphismes de la surface d’univers, nous pouvons
toujours ramener la me´trique hαβ a` la forme diagonale et pseudo-euclidienne sur la surface
d’univers
hαβ = ηαβ =
(−1 0
0 1
)
. (1.1.10)
Ce choix de me´trique, de´finissant la jauge conforme, ramene l’action (1.1.3) a`
S =
T
2
∫
dτdσηαβ∂αX
µ∂βXµ. (1.1.11)
Alors que les e´quations (1.1.8-9) deviennent respectivement comme suit
Tαβ = ∂αX
µ∂βXµ, (1.1.12)
∂α∂
αXµ(τ, σ) = (
∂2
∂σ2
− ∂
2
∂τ 2
)Xµ(τ, σ) = 0. (1.1.13)
La syme´trie classique de Weyl est brise´e au niveau quantique conduisant alors a` une
anomalie. Cette anomalie s’annule uniquement si la dimension de l’espace-temps est 26,
(c’est la dimension critique de la the´orie des cordes bosoniques)[1, 2, 3].
Pour fixer les ide´es nous prenons la dimension de l’espace-temps (Xµ, µ = 0, 1, . . . , D−1)
e´gale a` 26. La solution ge´ne´rale de l’equation de mouvement (1.1.13) s’e´crit ge´ne´ralement
comme la somme de deux composantes arbitraires XµL et X
µ
R de´crivant respectivement les
vibrations gauches L ( L pour left) et droites R (R pour right)
Xµ(τ, σ) = XµL(τ − σ) +XµR(τ + σ). (1.1.14)
Ces modes sont inde´pendants pour le cas de la corde ferme´e mais pas pour la corde ouverte
comme nous le verrons dans le paragraphe suivant.
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1.1.2 Corde ouverte
Dans le cas de la corde ouverte, ou` la coordonne´e σ varie entre 0 et π, les champs Xµ(τ, σ)
satisfont des conditions aux bords et par conse´quent les de´gre´s de liberte´ (ddl) du secteur
gauche et droite sont lie´s. Ce qui restreint le nombre de de´gre´s de liberte´ (ddl ) de la
the´orie de corde ouverte a` moitie`. On distingue ainsi deux types d’extre´mite´s pour les
cordes ouvertes:
1- Celles qui obe´issent a` la condition aux limites de Neumann
∂σX
µ(τ, σ = 0, π) = 0. (1.1.15)
2- Celles qui restent fixes dans un hyperplan et elles re´pondent a` la condition aux limites
de Dirichlet
∂τX
µ(τ, σ = 0, π) = 0. (1.1.16)
La solution ge´ne´rale de l’e´quation de mouvement pour la corde bosonique ouverte est
donne´e par:
Xµ(τ, σ) = xµ + ℓ2pµτ + iℓ
∑
n 6=0
1
n
αµne
−inτ cosnσ, (1.1.17)
ou` ℓ est une constante arbitraire avec une dimension de longeur. xµ et pµ sont deux con-
stantes d’inte´gration qui correspondent a` la coordonne´e de centre de masse et a` l’impulsion
totale de la corde respectivement. Les αµn sont les modes d’oscillations de la corde satis-
faisant la condition de re´alite´:
αµ−n = (α
µ
n)
∗. (1.1.18)
1.1.3 Corde ferme´e
La corde ferme´e n’a pas d’extre´mite´ et peut eˆtre vue comme un cercle. Ainsi les coor-
donne´es Xµ(τ, σ) doivent ve´rifier les conditions de pe´riodicite´ suivantes:
Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ + 2π). (1.1.19)
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Dans ce cas, les degre´s de libe´rete´ des secteurs droit XµR et gauche X
µ
L sont inde´pendants
et ont pour forme explicite
XµL(τ − σ) = x
µ
2
+ 1
2
ℓ2pµ(τ − σ) + i
2
ℓ
∑
n 6=0
1
n
αµne
−in(τ−σ)
XµR(τ + σ) =
xµ
2
+ 1
2
ℓ2pµ(τ + σ) + i
2
ℓ
∑
n 6=0
1
n
α˜µne
−in(τ+σ).
(1.1.20)
Notons que nous avons ici deux ensembles des coordonne´es d’oscillations αµn et α˜
µ
n satis-
faisant:
αµ−n = (α
µ
n)
∗, α˜µ−n = (α˜
µ
n)
∗. (1.1.21)
Les re`gles de commutation canonique des champs Xµ(τ, σ) sont:
{P µ(τ, σ), Xν(τ, σ′)} = 1
T
ηµνδ(σ − σ′)
{P µ(τ, σ), P ν(τ, σ)} = {Xν(τ, σ), Xν(τ, σ)} = 0,
(1.1.22)
ou` P µ = T ∂
∂τ
Xµ(τ, σ). Partant des e´quations (1.1.20,22), nous obtenons les e´quations
suivantes
{αµm, ανn} = {α˜µm, α˜νn} = −imδm+n,0ηµν (1.1.23)
{α˜µm, ανn} = 0 (1.1.24)
{xµ, pν} = ηµν . (1.1.25)
De meˆme l’Hamiltonien pour la corde ferme´e
H = T
2
∫
dσ(
∂X
∂τ
2
+
∂X
∂σ
2
), (1.1.26)
peut eˆtre re´crit comme suit
H = 1
2
∑
n∈Z
(α−nαn + α˜−nα˜n). (1.1.27)
Tandis que pour la corde ouverte, nous avons la forme suivante
H = 1
2
∑
n∈Z
α−nαn. (1.1.28)
L’e´tape suivante consiste a` quantifier la the´orie de la corde bosonique critique. Puisqu’il
existe plusieurs me´thodes de quantification covariantes et non covariantes, nous allons
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nous concentrer sur l’e´tude de la quantification covariante canonique de´duite imme´diatement
a` partir des e´quations pre´ce´dentes en remplac¸ant les crochets de poisson {, } par les com-
mutateurs
{, } → −i[, ], (1.1.29)
1.2 Quantification canonique de la corde bosonique
1.2.1 Corde ouverte quantique
Nous e´tudions ci-dessous la quantification de la corde ouverte, ou e´galement d’un secteur
d’oscillation disons le secteur gauche de la corde ferme´e. Les re´sultats obtenus s’e´tendent
imme´diatement au secteur droit. A partir des e´quations (1.1.23-25), nous trouvons les
re´gles de commutations suivantes:
[xµ, pν] = iηµν (1.2.1)
[αµm, α
ν
n] = mδm+n,0η
µν , α+n = α−n. (1.2.2)
Il de´coule de ces e´quations que α−n et αn (n > 0) peuvent eˆtre vus comme les ope´rateurs de
cre´ation et d’annihilation qui agissent sur le vide de l’espace de Fock |0, pµ > d’impulsion
pµ comme
αµn|0, pµ >= 0, n > 0
pµ|0, pµ >= pµ|0, pµ > .
(1.2.3)
Le mode ze´ro αµ0 = α
µ
0
+
= p
µ
2
correspond a` l’impulsion totale de la corde ouverte.
L’invariance de jauge sous les diffe´omorphismes de la surface d’univers imposant l’annulation
du tenseur e´nergie-impulsion sur la surface d’univers se manifeste au niveau quantique
par les conditions suivantes
Ln|0, pµ >= 0, n > 0,
L0|0, pµ >= a|0, pµ >,
(1.2.4)
ou` Ln sont les modes de Fourier du tenseur e´nergie-impulsion gauche donne´s par
Lm =
1
2
+∞∑
n=−∞
αm−nαn; n 6= 0. (1.2.5)
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et ve´rifient l’age`bre de Virasoro
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
m(m2 − 1)δm+n, (1.2.6)
ou c est la charge centrale. L0 est donne´ par
L0 = H = −α
′
4
p2 +
+∞∑
n=1
α−nαn − a, (1.2.7)
ou` a est une constante dite d’ordre normale qui est fixe´e a` la valeur a = 1 en exigeant
l’unitarite´ de la the´orie quantique, c.a`.d l’absence des e´tats de norme ne´gative. En parti-
culier, l’annulation de L0 implique que la formule de masse s’e´crit sous la forme
M2 =
2
α′
(NL − 1) = −pµpµ
=
2
α′
(
+∞∑
n=1
α−nαn − 1), (1.2.8)
ou` NL =
+∞∑
n=1
α−nαn de´signe les nombres d’oscillations gauche et α′ = ℓ2 est relie´ a` la
tension de la corde ouverte.
1.2.2 Spectre de masse des e´tats de la corde ouverte
Soit un e´tat physique |ψ >. Conside´rons les e´quations (1.2.7). De´terminons le spectre de
masse des e´tats de la corde bosonique:
- L’e´tat fondamental |0, p > a une masse ne´gative −2.
-Le premier e´tat excite´ αµ−1|0, p > , construit par l’action de l’ope´rateur decre´ation αµ−1
sur l’e´tat fondamental |0, p >, posse`de une masse nulle. Afin d’e´liminer les e´tats de norme
ne´gative, nous introduisons les D vecteurs de polarisations ζ (λ)µ µ, λ = 0, . . . , D − 1, tels
que (ζ (0)µ )
2
= −1 et (ζ (i)µ )2 = 1 , i = 1, . . . , D − 1. Les premiers e´tats excite´s sont de
normes e´gales a` (ζ (λ)µ )
2
.
1.2.3 Corde ferme´e quantique
Concernant la the´orie des cordes ferme´es, les re´sultats sont le´ge`rement diffe´rents a` cause de
la pre´sence simultane´e des deux ensembles des oscillations. Rappelons que les excitations
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quantiques de la corde ferme´e sont de´crites par les modes d’oxcillations αµm et α˜
µ
m de X
µ
L,
XµR et ve´rifient les relations de commutations suivantes
[α˜µm, α˜
ν
n] = [α
µ
m, α
ν
n] = mδm+n,0η
µν (1.2.9)
[α˜µm, α
ν
n] = 0 (1.2.10)
et
αµn
+ = αµ−n, α
µ
n
+ = αµ−n (1.2.11)
α˜µn+ = α˜
µ
−n. (1.2.12)
L’espace de Fock construit a` partir de l’e´tat de vide |0 >= |0, p >L ⊗|0, p >R avec
αn|0 >= α˜n|0 >= 0, n > 0, (1.2.13)
contient des e´tats de la forme:
k∏
i=1
l∏
j=1
αµi−niα˜
µj
−nj |0, kν > . (1.2.14)
Comme dans le cas de la corde ouverte, l’invariance sous les diffe´omorphismes de la surface
d’univers d’une corde ferme´e exige que
Ln|0 >= L˜n|0 >= 0, n > 1 (1.2.15)
L0|0 >= a|0 >, L˜0|0 >= a|0 > . (1.2.16)
Les Ln et L˜n sont les modes de Fourier des composantes gauches TL et droites TR du
tenseur e´nergie-impulsion donne´s par
Ln =
1
2
+∞∑
m=−∞
αm−nαn (1.2.17)
L0 = −α
′
4
p2 +
+∞∑
n=1
αm−nαn − a (1.2.18)
L˜n =
1
2
+∞∑
m=−∞
α˜m−nα˜n (1.2.19)
L˜0 = −α
′
4
p2 +
+∞∑
n=1
α˜m−nα˜n − a˜, (1.2.20)
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ou` a = a˜ = 1. La contrainte L0 = L˜0 implique que la formule de masse se re´duite alors a`
M2 =
2
α′
(NL +NR − 2), (1.2.21)
ou` NL =
∑
α−nαn et NR =
∑
α˜−nα˜n de´signent les nombres d’oscillations gauches et
droites respectivement.
1.2.4 Spectre des e´tats
L’analyse de l’e´quation (1.2.20) pour la corde bosonique montre que:
• L’e´tat fondamental |0 > (NL = NR = 0) de l’espace de Fock correspond a` une
particule de masse carre´e ne´gative M2 = − 4
α′
. C’est une particule scalaire appele´e
tachyon.
• L’e´tat excite´ (NL = 1, NR = 0 ou NL = 0, NR = 1), de´crivant une particule vecto-
rielle, a aussi une masse carre´e ne´gative donc a` e´liminer dans tout mode`le de corde
consistante.
• L’e´tat excite´ (NL = 1, NR = 1) correspond a` des particules de masse nulle s’e´crit
sous la forme
ǫµνα
µ
−1α˜
ν
−1|0, kν > (1.2.22)
dont le spin de´pend du choix du tenseur de polarisation ǫµν [1, 2, 7, 8]. Physiquement
ces e´tats non massifs sont classe´s dans des repre´senations du sous groupe transverse
SO(24), obtenu apre`s la de´composition du groupe de Lorentz SO(1, 25)
SO(1, 25)→ SO(24)⊗ SO(2)
en e´liminant les (ddl) non physique, comme suit
αi−1α˜
j
−1|0 >= α[i−1α˜j]−1|0 > +[α{i−1α˜j}−1 −
1
24
δijαk−1α˜
k
−1]|0 > +
1
24
δijαi−1α˜
i
−1|0 >,
(1.2.23)
ou` d’une fac¸on e´quivalente
24V × 24V = 1⊕ 276⊕ 299. (1.2.24)
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La partie syme´trique de trace nulle de´crit le graviton gij, le tenseur antisyme´trique
d’ordre 2 est repre´sente´ par le champ Bij et la trace est interpre´te´e comme le dilaton
φ.
• Les e´tats e´xcite´s d’ordre supe´rieur (NL = NR > 1) ont tous des masses tre`s grandes
puisque M ∼ 1
α′2
.
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Chapter 2
Mode`les de supercordes
2.1 Corde fermionique
La the´orie des cordes bosoniques posse`de essentiellement deux proble`mes [1, 2, 3]: L’existence
de tachyon (particule non physique, qui apparait tre`s naturellement dans l’approche de la
quantification covariante de la the´orie de la corde bosonique) et l’absence des particules
fermioniques ne´cessaires pour de´crire la matie`re.
La the´orie des supercordres re´soud ces proble´mes en ajoutant des champs fermioniques
ψµ(τ, σ) sur la surface d’univers. Cette augmentation par des spineurs donne lieu a` une
syme´trie plus riche a` savoir la syme´trie superconforme. Notons que la supersyme´trie de-
mande autant de de´gre´s de liberte´ fermioniques que bosoniques. De plus l’adjonction
des champs fermioniques ψµ(τ, σ) a` la corde bosonique, qui sont a` la fois des spineurs de
Majorana a` deux dimensions et des vecteurs de Lorentz, impliquent la re´duction de la
dimension critique de 26 a` D = 10. Ces champs fermioniques peuvent eˆtre pe´riodiques
ou antipe´riodiques, de´finissant les secteurs de Neveu-Schwarz (NS) et de Ramond (R)
respectivement. Pour construire une the´orie consistante, nous introduisons de plus la
projection de Gliozzi, Scherk et Olive (GSO) qui e´limine en particulier le tachyon du
spectre et garantit l’existence d’un nombre e´gal de particules bosoniques et fermioniques
a` chaque niveau d’excitation [13, 14].
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2.1.1 Corde fermionique classique
Rappelons que dans la jauge conforme, l’action de la corde bosonique est donne´e par:
S = − 1
2π
∫
dτdσ∂αX
µ∂αXµ.
Cette action peut eˆtre ge´ne´ralise´e en introduisant les champs fermioniques libres ψµ(τ, σ):
S = − 1
2π
∫
dτdσ(∂αX
µ∂αXµ − iψ¯µρα∂αψµ), (2.1.1)
de´crivanat l’action de la supercorde classique. ψµA =
(
ψ
µ
−
ψ
µ
+
)
est un spineur de Majorana a`
deux dimensions ve´rifiant l’e´quation de Dirac
ρα∂αψ¯
µ
A = 0, (2.1.2)
ou` ψ¯ = ψ+ρ0 et les ρα satisfont l’alge`bre de Clifford
{ρα, ρβ} = −2ηαβ. (2.1.3)
Dans notre cas, les ρα ( α = 0, 1) sont des matrices 2× 2
ρ0 =
(
0 −i
i 0
)
, ρ1 =
(
0 i
i 0
)
. (2.1.4)
Les champs Xµ(τ, σ) et ψµ(τ, σ) sont des vecteurs de Lorentz dans l’espace-temps a` 10 di-
mensions. En plus de la syme´trie conforme, l’action de la supercorde (2.1.1) est invariante
par les transformations supersyme´triques
δXµ = ǫ¯ψµ
δψµ = −iρα∂αXµǫ,
(2.1.5)
ou` ǫ est un spineur de Majorona. Cette transformation permet de relier les bosons aux
fermions. La variation de l’action de supercorde conduit a`
δS =
1
π
∫
d2σ(∂αǫ¯)J
α, (2.1.6)
ou` Jα est le supercourant de Noether conserve´. Ce dernier est donne´ par
Jα =
1
2
ρβραψ
µ
α∂βXµ, (2.1.7)
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qui est un spineur a` deux composantes ve´rifiant l’identite´:
ραJ
αA = 0,
ou` ραρ
βρα = 0. Alors que le tenseur e´nergie impulsion s’ecrit sous la forme:
Tαβ = ∂αX
µ∂βXµ +
i
4
ψ¯µρα∂βψµ +
i
4
ψ¯µρβ∂αψµ − 1
2
ηαβT
σ
σ . (2.1.8)
L’action de la supercorde posse`de une syme´trie plus large que l’alge`bre de Virasoro de la
corde bosonique. C’est l’alge`bre superconforme engendre´e par les deux courants Tαβ et Jα.
Conditions aux bords et les modes de Fourier
Comme dans le cas des champs bosoniques Xµ(τ, σ), les champs fermioniques doivent
satisfaire des conditions aux bords. Ces conditions aux limites du spineur de Majorana
ψµ(τ, σ) sont obtenues en variant l’action de la supercorde (2.1.1). Ceci donne lieu a`
l’e´quation de Dirac et a` des termes de bords.
(ı) Supercorde ouverte
Dans ce cas, nous avons
δSF =
∫
dτ [ψµ+δψµ+ − ψµ−δψµ−]σ=piσ=0 , (2.1.9)
c’est une collection de quatre termes, puisque les deux extre´mite´s de la supercorde sont
inde´pendantes. Ainsi nous avons plusieurs fac¸ons d’annuler δSF . Une fac¸on de faire est
de conside´rer
[ψ+ = ±ψ−]σ=0,pi (2.1.10)
et
[δψ+ = ±δψ−]σ=0,pi. (2.1.11)
Si nous posons ψ+(0, τ) = ψ−(0, τ), nous aboutissons a` deux secteurs distincts:
Secteur de Ramond (R) est de´finit par
ψµ+(τ, 0) = ψ
µ
−(τ, 0)
ψµ+(τ, π) = ψ
µ
−(τ, π).
(2.1.12)
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Dans ce secteur, les oscillations fermioniques droite et gauche sont pe´riodiques et se
de´veloppent en modes normaux sous la forme suivante
ψµ+(τ, σ) =
1√
2
n=+∞∑
n=−∞
dµne
−in(τ+σ)
ψµ−(τ, σ) =
1√
2
n=+∞∑
n=−∞
dµne
−in(τ−σ), n ∈ Z.
(2.1.13)
Secteur de Neveu-Schwarz (NS) est de´finit par
ψµ+(τ, 0) = ψ
µ
−(τ, 0)
ψµ+(τ, π) = −ψµ−(τ, π).
(2.1.14)
Dans ce secteur, les oscillations fermioniques droites et gauches, sont antipe´riodiques et
se de´veloppent en modes normaux de la fac¸on suivante
ψµ+(τ, σ) =
1√
2
r=+∞∑
r=−∞
bµr e
ir(τ+σ)
ψµ−(τ, σ) =
1√
2
r=+∞∑
r=−∞
bµr e
ir(τ−σ), r ∈ Z + 1
2
.
(2.1.15)
(ıı) Supercorde ferme´e
Dans le cas des supercordes ferme´es, les conditions aux bords pour les fermions sont
pe´riodiques ou antipe´riodiques. Ceci conduit aux de´veloppement en modes suivants
♠ fermions pe´riodiques
ψµ−(τ, σ) =
1√
2
∑
n∈Z
dµne
−in(τ−σ)
ψµ+(τ, σ) =
1√
2
∑
n∈Z
d˜µne
−in(τ+σ) (2.1.16)
♠ fermions antipe´riodiques
ψµ−(τ, σ) =
1√
2
∑
r∈Z+ 1
2
bµr e
−ir(τ−σ)
ψµ+(τ, σ) =
1√
2
∑
r∈Z+ 1
2
b˜µr e
−ir(τ+σ). (2.1.17)
Les conditions aux bords pour les modes a` mouvement gauche et ceux a` mouvement droit
peuvent eˆtre choisies inde´pendamment. Par conse´quent, l’espace de Fock total (secteur
gauche ⊗ secteur droit) de la supercorde ferme´e posse`de quatre secteurs:
Mode`les de supercordes 29
secteur
NS-NS {bµr , b˜νs} r, s ∈ Z+ 12
NS-R {bµr , d˜νn} r ∈ Z+ 12 , n ∈ Z
R-NS {dµm, b˜νs} s ∈ Z+ 12 , m ∈ Z
R-R {dµm, d˜νn} m,n ∈ Z
2.1.2 Supercordes he´te´rotiques classiques
Nous avons expose´ dans le pragraphe pre´cedent des mode`les ou` les deux secteurs d’oscillations
gauche et droite sont essentiellement inde´pendants, et sont supersyme´triques. Il se trouve
qu’il est possible de combiner un secteur d’oscillations gauche non supersyme´trique avec un
secteur d’oscillations droit supersyme´trique. Ce mode`le de´finit la supercorde he´te´rotique
[50]. Le secteur droit de cette the´orie correspond a` celui de la the´orie de supercorde a`
D = 10. Les degre´s de liberte´ sont alors :
♠ secteur gauche
{XµL(τ + σ), µ = 0, 1, . . . , 9} ∪ {XIL = XIL(τ + σ)}, I = 10, . . . , 25. (2.1.18)
♠ secteur droit
{XµR = Xµ(τ − σ), ψµ−(τ − σ), µ = 0, 1, . . . , 9}. (2.1.19)
Notons que la partie {XµL} combine´e a` {XµR} donne les dix composantes non compactes de
l’espace-temps de la the´orie des supercordes he´te´rotiques. Les 16 coordonne´es supple´mentaires
{XIL} de la partie bosonique sont interpre´te´es comme les coordonne´es compactes d’un
tore T 16 de dimension 16. Pour de´finir une the´orie de supercorde supersyme´trique, il est
plus commode de fermioniser les 16 champs supple´mentaires {XIL} en 32 fermions droits
λA+, A = 1, ..., 32. Dans cette formulation, l’action de la the´orie de supercorde he´te´rotique
s’e´crit comme:
S = − 1
2π
∫
dσ2(∂αX
µ∂αXµ − 2iψµ−∂+ψµ− − 2iλA+∂λA+), (2.1.20)
et a` l’avantage d’exhiber clairement le roˆle des coordonne´es internes. En effet selon la
pe´riodicite´ ou antipe´riodicite´ de chacun des 32 spineurs de Majorana-Weyl λA+, nous dis-
tinguons deux the´ories de supercordes he´te´rotiques ayant des groupes de jauge dont les
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re`seaux de racines des alge`bres sont auto-duaux. Il s’agit de:
Supercorde he´te´rotique SO(32)
Dans ce cas, tous les λA+, A = 1, . . . , 32 sont pe´riodiques ou antipe´riodiques
λA+(π + σ) = ±λA+(σ), A = 1, . . . , 32. (2.1.21)
Les champs λA+ sont maintenant invariants sous les rotations du groupe SO(32), nous
obtenons alors une the´orie avec une syme´trie interne SO(32) dite la the´orie de supercorde
he´te´rotique dont le groupe de jauge est SO(32).
Supercorde he´te´rotique E8 × E8
Les 32 champs fermioniques se scindent en deux groupes de 16 champs, sur lesquels nous
imposons les meˆmes conditions aux bords
λA+(π + σ) = λ
A
+(σ); A = 1, . . . , 16
λA+(π + σ) = −λA+(σ); A = 17, . . . , 32.
(2.1.22)
Les champs λA+ se transforment alors line´airement suivant les repre´sentations (16, 1) ou
(1, 16) du groupe SO(16) × SO(16). En re´alite´ la syme´trie interne est plutoˆt le groupe
E8 × E8. Cette the´orie est appele´e le mode`le de la supercorde he´te´rotique ayant comme
groupe de jauge E8 ×E8.
2.1.3 Supercorde quantique
L’existence des fermions (NS) et (R) conduit a` un espace de Fock plus riche pour la
the´orie des supercordes. Pour le secteur (NS) de la the´orie des supercordes ouvertes,
les relations d’anticommutations des modes normaux des composantes fermioniques se
propageant a` droite et a` gauche sont donne´es par1:
{bµr , bνs} = ηµνδr+s
1Plus les relations de commutation entre les αµ
n
pour la partie bosonique
[αµ
m
, αν
n
] = mδm+n,0η
µν
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{b˜µr , b˜νs} = ηµνδr+s, (2.1.23)
ou` bµ−r(bµr ) et b˜
µ
−r(b˜µr ), r > 0 sont des oscillations de cre´ation (d’annihilation) gauche et
droite respectivement.
Dans le secteur NS, les modes de Fourier Ln du tenseur e´nergie-implusion et du super-
courant ont maintenant des contributions fermioniques et sont e´gaux
Lm =
1
2
+∞∑
n=−∞
α−nαm+n +
1
2
+∞∑
r=−∞
(r +m/2)brbm+r. (2.1.24)
Gr =
+∞∑
n=−∞
α−nbn+r. (2.1.25)
L’e´tat fondamental de la supercorde NS est de´fini par
αµn|0 >NS= 0, bµr |0 >NS= 0 n, r > 0, (2.1.26)
alors qu’un e´tat ge´ne´rique a` mouvement gauche s’e´crit comme suit
|ψ >= Πi(α−ni)µiΠj(b−rj)µj |0 >NS . (2.1.27)
La formule de masse ge´ne´ralisant l’e´quation (1.2.8) est donne´e par
M2 =
∞∑
n=1
α−nαm +
∞∑
r= 1
2
rb−rbr − 1
2
, (2.1.28)
ou` −1
2
est la constante d’ordre normale du secteur (NS). Par analogie avec l’ope´rateur
bosonique
∞∑
n=1
α−nαm, l’ope´rateur
∞∑
r= 1
2
rb−rbr compte les e´tats excite´s a` un facteur r pre´s.
L’e´tat fondamental |0 >NS dans ce secteur est encore un tachyon avec une masse carre´e
e´gale a` −1
2
. Le premier e´tat excite´ est un vecteur de l’espace-temps non massif obtenu par
l’action de bµ− 1
2
sur le vide |0 >NS. Notons que le secteur de Neveu-Schwarz se comporte
comme un secteur bosonique.
Dans le secteur de Ramond (R), les relations d’anticommutations canoniques s’e´crivent
comme:
{dµm, dνn} = ηµνδm+n,0
{d˜µm, d˜νn} = ηµνδm+n,0. (2.1.29)
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Les ge´ne´rateurs de Virasoro et le supercourant dans ce secteur sont comme suit
Lm =
1
2
+∞∑
n=−∞
α−nαm+n +
1
2
+∞∑
n=−∞
(n + 1/2m)drdm+n, (2.1.30)
Fm =
+∞∑
n=−∞
α−ndm+n, (2.1.31)
alors que l’ope´rateur de masse est:
M2 =
∞∑
n=1
α−nαn +
∞∑
n=0
nd−nbn. (2.1.32)
Dans ce cas, la constante d’ordre normale est nulle. Ceci signifie que l’e´tat fondamental
|0 >R est un fermion non massif puisque nous pouvons agir sur lui plusieurs fois par dµ0
sans changer sa masse. Signalons au passage que les modes d’oscillations dµ0 satisfont les
relations d’anticommutations suivantes
{dµ0 , dν0} = ηµν . (2.1.33)
Ces ope´rateurs ve´rifient les relations d’anticommutations des matrices de Dirac a` D = 10;
ce sont des matrices 32 × 32. Comme tout les e´tats excite´s sont obtenus en agissant
sur l’e´tat fondamental par les ope´rateurs de cre´ation, ils sont de masse carre´e positive et
obe´issent tous a` l’e´quation de Dirac. Par conse´quent, le secteur de Ramond est un secteur
purement fermionique.
Projection GSO
Nous avons discute´ les premiers e´tats du spectre des deux secteurs (NS) et (R). Puisque
l’e´tat fondamntal du secteur (NS) est un tachyon, la question qui se pose est comment
l’e´liminer. Il se trouve que dans le secteur (NS), le nombre d’oscillations fermioniques
(
∞∑
r= 1
2
rb−rbr) peut eˆtre pair (2N) ou impair (2N + 1). La projection de Gliozzi-Scherk et
Olive ( GSO) dans le secteur NS consiste a` ne retenir que les nombres impair e´liminant
du coup le tachyon du spectre [13, 14]. Le nouveau e´tat fondamental doit eˆtre alors un
e´tat excite´ non massif b− 1
2
|0 >NS. En pratique, la projection GSO fixe la chiralite´ par le
biais de l’ope´rateur (−1)F
(−1)F
NS
= −(−1)
∞∑
r= 1
2
b−rbr
, (2.1.34)
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qui agit sur les champs de la supercorde comme
(−1)F
NS
Xµ = Xµ
(−1)F
NS
ψµ = −ψµ.
La projection GSO consiste alors a` garder uniquement les e´tats |ψ > invariants par
(−1)F
NS
|ψ >= |ψ >NS . (2.1.35)
Dans le secteur R, la projection GSO agit sur les e´tats |ψ > du spectre de Ramond
comme suit
(−1)F
R
|ψ >= |ψ >R, (2.1.36)
ou`
(−1)F
R
= Γ11(−1)
∞∑
n=1
d−ndn
. (2.1.37)
Γ11 est l’ope´rateur de chiralite´ a` dix dimensions, donne´ par
Γ11 = Γ0 . . .Γ9, (2.1.38)
satisfisant les relations suivantes
{Γ11,Γµ} = 0, µ = 0, . . . , 9, (2.1.39)
(Γ11)
2
= 1. (2.1.40)
L’ope´rateur (−1)F
R
ve´rifie le commutateur
[(−1)F
R
, dn] = 0.
La projection GSO assure que la the´orie de supercorde ouverte est un mode`le super-
syme´trique de l’espace-temps contenant la the´orie de superYang-Mills a` dix dimensions
comme limite (α′ → 0).
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2.2 Classification des supercordes
Nous pouvons obtenir imme´diatement le spectre de masse des particules pour une su-
percorde ferme´e a` partir de celui de la supercorde ouverte. Il est essentiellement obtenu
en prenant deux copies de l’espace d’Hilbert d’une supercorde ouverte avec la formule de
masse donne´e par (2.1.28) et (2.1.32). En appliquant la projection GSO se´pare´ment dans
chacun des secteurs gauche et droit, nous obtenons diffe´rents mode`les selon le choix du
signe relatif de la projection GSO entre les deux secteurs et de`pendent aussi de la super-
syme´trie de la surface d’univers. En ge´ne´ral, nous distinguons 5 mode`les de supercordes
ayant une supersyme´trie de l’espace-temps:
1- Mode`les ayant une supersyme´trie de l’espace-temps N = 2. Selon les valeurs propres
ηL et ηR de l’ope´rateur GSO dans le secteur R, on distingue:
(a) La the´orie type IIA correspond ηL = −ηR = ±1 ayant une supersyme´trie de l’espace-
temps de type (1, 1). C’est un mode`le non chiral.
(b) La the´orie type IIB correspond ηL = ηR = ±1 ayant une supersyme´trie de l’espace-
temps de type (0, 2) ou (2, 0). C’est un mode`le chiral.
2- Mode`les ayant une supersyme´trie de l’espace-temps N = 1:
(c) Supercorde he´te´rotique SO(32) ouE8×E8. Ce mode`le a une supersyme´trie he´te´rotique
de la surface d’univers et une supersyme´trie N = 1 de l’espace-temps.
(d) La the´orie type I SO(32) ayant une supersyme´trie de la surface d’univers et une
supersyme´trie N = 1 de l’espace-temps de type (0, 1).
2.2.1 Supercorde type IIA et IIB
Rappelons que dans la jauge du coˆne de lumie`re, l’e´tat fondamental du secteur (NS)
correspond a` un vecteur 8V du groupe de Lorentz SO(8) alors que l’e´tat fondamental du
secteur (R) correspond a` un spineur 8S ou 8C . Le spectre total du supercorde type II est
obtenu par le produit tensoriel des repre´sentations gauche et droite ayant 16× 16 = 256
e´tats non massifs 8× 8 = 64 pour chaque secteur
256 = (8V ⊕ 8S)⊗ (8V ⊕ 8S).
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Secteur bosonique de la the´orie de type IIA (B)
Il existe deux types:
(α) Bosons du secteur NS- NS
Ces bosons sont obtenus par le produit tensoriel suivant
8V ⊗ 8V = 1⊕ 35⊕ 28, (2.2.1)
qui contient 64 de´gre´s de liberte´ re´parti en un dilaton φ, un graviton gµν et un tenseur
antisyme´trique Bµν respectivement. Notons que IIA et IIB ont les meˆme bosons NS-NS
(β) Bosons R-R
Ces bosons de´pendent du choix de chiralite´ relative des spineurs S ou C gauche et droit,
c’est a` dire:
(−1)F
R
|S > = |S >
(−1)F
R
|C > = −|C > . (2.2.2)
Dans le cas de la the´orie IIA, le produit de deux spineurs de chiralite´ oppose´e (S ⊗ C)
donne une the´orie non chirale dont les degre´s de liberte´
8S ⊗ 8C = 8V + 56, (2.2.3)
de´crivant un vecteur de jauge Aµ et un tenseur 3-forme Cµνρ antisyme´trique. Dans le
cas de la the´orie de type IIB, nous obtenons plutoˆt une the´orie chirale dont les degre´s de
liberte´
8S ⊗ 8S = 1⊕ 28⊕ 35, (2.2.4)
sont re´partis en un champ scalaire χ (axion), une 2-forme B˜µν antisyme´trique et une
4-forme Dµνρσ antisyme´trique auto-duale.
Secteur fermionique de la the´orie de type IIA(B)
Les deux secteurs fermioniquesR- NS etNS- R sont identiques et contiennent un fermion
et un gravitino comme le montre la de´composition suivante
8V ⊗ 8S = 8C + 56C. (2.2.5)
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Ces degre´s de liberte´ constituent les partenaires supersyme´triques des secteurs bosoniques
NS-NS et R-R. Notons au passage que les bosons NS-NS et R-R sont tre´s diffe´rents;
les premiers se couplent a` la corde fondamentale alors que les seconds sont lie´s a` des objets
solitoniques connus sous le non de Dp-branes.
2.2.2 Supercorde he´te´rotique SO(32) et E8 × E8
Rappelons que les de´gre´s de liberte´ du secteur d’oscillations gauche sont constitue´s par
celui de la corde bosonique a` D = 26 dimensions, alors que celui du secteur droit est forme´
par celui de la supercorde a` dix dimensions. Les deux secteurs ne sont couple´s que par
les modes ze´ro des oscillations bosoniques qui donnent naissance aux impulsions (PL, PR).
Evidemment l’e´galite´ (PL = PR) n’est plus verifie´e du fait que le PL est a` 26 dimensions,
alors que (PR) est a` dix dimensions. Il est alors commode de de´composer (PL) en deux
blocs de composantes 10 + 16 comme suit
SO(1, 25)→ SO(1, 9)⊗ SO(16),
26→ (10, 1)⊕ (1, 16), (2.2.6)
P 26L → P 10L ⊕ P 16R ,
ou` P 10L est identifie´e avec PR. Les 16 de´gre´es de liberte´ P
16
L supple´mentaires sont in-
terpre´te´s comme les ge´ne´rateurs d’une alge`bre torique maximale d’une alge`bre de Lie.
L’invariance modulaire restreint cet alge´bre a` SO(32) ou E8 ×E8. Dans la jauge de coˆne
de lumie`re, les conditions de masses s’ecrivent
M2 =
1
2
P 2A +NL − 1 = NR − aR, (2.2.7)
ou` NL et NR sont les modes d’oscillations gauche et droit, PA est l’impulsion interne et
aR est la constante d’ordre normal (aR =
1
2
pour (NS) et aR = 0 pour (R)). Les e´tats non
massifs dans le secteur de propagation droite de la the´orie des supercordes he´te´rotiques
sont comme pour la supercorde de type II a` savoir:
V ⊕ S, (2.2.8)
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ou` V = 10 est un vecteur de SO(1, 9) et S est un spineur de SO(10) de chiralite´ bien
de´finie:
S = S+ ⊕ S−
16 = 8+ ⊕ 8−. (2.2.9)
Alors que les e´tats de masse nulle du secteur gauche proviennent de deux possibilite´s:
1- NL = 1 et P
2
A = −m2 = 0:
Dans cette situation, les e´tats 16⊕ V , correspondent aux champs de jauge du groupe de
jauge U(1)16. Ces e´tats sont donne´s par αA−1|0 >.
2- NL = 0 et P
2
A = 2:
Ce cas correspond aux poids non nuls de la repre´sentation adjointe du groupe G (G =
E8 × E8 ou SO(32)). En combinant les deux cas NL = 1 et P 2A = 2, nous obtenons
480 + 16 = 496 e´tats se transformant suivant la repre´sentation adjointe du groupe G
(E8 × E8 ou SO(32)). Ceci conduit aux e´tats
V ⊕ adjG. (2.2.10)
Le produit tensoriel des propagations gauche et droite donnera les e´tats non massifs
suivants
(V ⊕ adjG)⊗ (V ⊕ S). (2.2.11)
Les e´tats bosoniques, obtenus par le produit tensoriel (V ⊕ adjG)⊗ V , sont donne´s par
(gµν , Bµν , φ) + Aµ(Aµ = A
a
µTa, a = 1, . . . , dim de SO(32)(ou E8 × E8)). (2.2.12)
Alors que la partie fermionique est obtenue par le produit (V ⊕ adjG)⊗ S, qui fournit le
gravitino et le jaugino, partenaires supersyme´triques du graviton et du champ de jauge
respectivement, dans la repre´sentation adjointe du groupe de jauge. Graˆce a` la de´couverte
de la the´orie des supercordes he´te´rotiques, il est devenu possible de construire des mode`les
phe´nome´nologiques reproduisant les trois ge´ne´rations de matie`re chirale.
2.2.3 Supercorde ouverte type I
Nous avons jusqu’a` pre´sent de´crit le spectre des e´tats non massifs de la the´orie des su-
percordes ferme´es. Nous comple´tons cette e´tude par la description du sepctre de la su-
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percorde type I. Ce spectre est obtenu a` partir des supercordes ferme´es de type IIB. Pour
cela, conside´rons l’ope´rateur Ω qui change la direction de la corde, ainsi que les modes
d’oscillations droite et gauche
Ω : σ → 2π − σ, Ω2 = 1, (2.2.13)
ou` d’une fac¸on e´quivalente
XµL → XµR, (2.2.14)
ΩαµnΩ
−1 = α˜µn. (2.2.15)
Nous allons garder uniquement les e´tats |Φ > de l’espace d’Hilbert qui sont invariants par
Ω:
Ω|Φ >= |Φ > . (2.2.16)
Ces e´tats repre´sentent la projection de l’espace d’Hilbert sur le sous espace invaraint par
l’ope´rateur de projectioin P = 1
2
(1 + Ω). En pratique, ceci revient a` prendre le quotient
par involution z → z¯, avec z = τ + iσ, z = τ − iσ, inversant l’orientation de la surface
d’univers. Dans le cas des the´ories de type II, cette ope´ration doit eˆtre combine´e avec une
involution (−1)F sur l’espace de Fock des e´tats fermioniques en e´changeant les fermions
gauches et droites. Ce qui n’est possible qu’en the´orie type IIB ou` les fermions ont la
meˆme chiralite´. Notons au passage que cette projection e´limine la moitie´ des charges
supersyme´triques de la the´orie de type IIB conduisant ainsi a` une the´orie du type I. Nous
allons e´tudier seulement le spectre bosonique de la the´orie de type IIB qui reste apre`s
projection.
Dans le secteur NS-NS, nous avons
Ωαµnα˜
ν
nΩ
−1 = α˜νnα
µ
n, (2.2.17)
ceci montre que seulement la partie syme´trique du produit tensoriel NS-NS qui est in-
variante sous Ω
NS−NS −→ (8V ⊗ 8V )sym = (φ, gµν). (2.2.18)
Dans le secteur R-R, comme les de´gre´s de liberte´ sont fermioniques, nous obtenons
dans chaque partie (gauche, droite ) un signe (-) supple´mentaire e´changeant les e´tats
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d’oscillations gauches et droites. Ceci signifie que nous devons prendre uniquement la
partie antisyme´trique du produit tensoriel
R−R −→ (8V ⊗ 8V )antisym = (B˜µν). (2.2.19)
Dans le but de construire une the´orie consistante, nous devons introduire un secteur
contenant des supercordes ouvertes. Rappelons que dans le cas de la the´orie de corde
ouverte, l’ope´rateur Ω est donne´ par
Ω : σ → π − σ, (2.2.20)
ainsi le champ bosonique de la forme suivante
Xµ =
∑
n
αµncosnσ.
Par conse´quent, l’action Ω sur les oscillations αµn peut eˆtre e´crite comme suit
ΩαµnΩ
−1 = (−1)nαµn. (2.2.21)
Nous pouvons facilement voir que l’e´tat non massif αµ−1|0, k >, qui correspond aux champs
de jauge, n’est pas invariant par Ω a` cause d’un signe (-). Ce proble`me peut eˆtre sur-
monte´ graˆce a` l’existence des bords permettant le couplage a` un champ de jauge par
l’interme´daire des charges ponctuelles dites de Chan-Paton . Dans le cas des cordes ou-
vertes non oriente´es, ceci est en accord avec l’existence d’un champ de jauge dans le
spectre des e´tats de masses nulles. Dans ce cas, le secteur de jauge fournit un champ
Aijµ avec deux indices supple´mentaires provenant des extremite´s (i, j) de la supercorde
ouverte:
Aµij = α
µ
−1|0, k > ×|ij > . (2.2.22)
Encore la projection Ω transforme cet e´tat a` un signe (-) pre`s mais en changeant l’indice
i en j
Ωαµ−1|0, k, i, j > Ω−1 = −αµ−1|0, k, j, i >, (2.2.23)
ou` d’une fac¸on e´quivalente
Aijµ = −Ajiµ , (2.2.24)
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et par conse´quant la partie antisyme´trique qui est invarainte. Le crite`re d’e´limination des
anomalies dans la the´orie de supergravite´ de type I restreint le groupe de jauge a` SO(32).
Nous obtenons alors la the´orie des supercordes de type I dont le spectre de masse nulle
correspond au dilaton φ, graviton gµν du secteur de NS-NS de la the´orie de type IIB,
le tenseur antisyme´trique B˜µν du secteur R-R des supercordes ferme´es, les champs de
jauge SO(32) du secteur des cordes ouvertes et leurs partenaires fermioniques sous la
supersyme´trie N = 1 a` dix dimensions. La partie bosonique de ce mode`le est donne´e par
(gµν , B˜µν , φ) + Aµ(Aµ = A
a
µTa, a = 1, . . . , dim de SO(32)). (2.2.25)
Finalement, nous signalons que la the´orie de supercorde de type I a un spectre identique
a` celui de la the´orie de supercorde he´te´rotique de type SO(32).
Chapter 3
Compactification des Mode`les de
Supercordes
A ce stade, nous avons vu qu’il existe cinq mode`les de supercordes consistants: les deux
modele`s de supercordes ferme´es IIA et IIB, le mode`le de supercorde de type I ayant un
groupe de jauge SO(32), contenant les cordes ouvertes et ferme´es, et les deux supercordes
ferme´es he´te´rotiques E8×E8 et SO(32). Ces cinq mode`les de supercordes vivent cependant
dans un espace-temps a` dix dimensions non compact. Pour ramener ces the´ories au
monde re´el, nous avons besoin de les de´finir dans notre espace habituel a` 1+3 dimensions.
De ce fait, il faudrait compactifier les six coordonne´es d’espace supple´mentaires. Ainsi
nous devons conside´rer des ge´ome´tries ou` l’espace de Minkowski a` dix dimensions M10 se
de´compose en une varie´te´ non compacte correspondante a` l’espace-temps de Minkowski
usuel M4 et une varie´te´ compacte X˜6 de dimension 6, et de volume tre`s petit devant notre
e´chelle d’observation,
M1,9 →M1,3 × X˜6.
C’est le sce´nario de compactification des supercordes se propageant dans M1,9 a` des su-
percordes se propageant dans des espaces de type M1,3 × X˜6. Comme nous le verrons
plus tard, nous allons au dela` de ce sce´nario en conside´rant des compactifications non
seulement a` quatre dimensions mais a` des espaces-temps arbitraires M1,9 →M1,9−d× X˜d.
Ces espaces compacts X˜d sont choisis de sorte que les supercordes se propagent dans
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un espace-temps de dimension (10 − d) pre´servant un certain nombre de supersyme´trie
d’espace-temps. Puisque un spineur a` dix dimensions se de´compose en un spineur sur
l’espace X˜d et un spineur a` (10−d), il en re´sulte que le nombre de supersyme´trie pre´serve´
a` (10 − d) dimensions de l’espace-temps depond du groupe d’holonomie de X˜d. Cette
proprie´te´ permet de classer les diffe´rentes varie´te´s X˜d qui conduisent a` des mode`les de
supercordes a` (10− d) dimensions [1, 2, 3].
Dans ce chapitre, nous e´tudions trois exemples de compactification des supercordes pre´servant
16 ou 8 charges supersyme´triques parmi les 32 supercharges originales. Il s’agit de:
• La compactification toroidale sur le tore T d ayant un groupe d’holonomie trivial.
Le mode`le re´sultant aura alors 32 supercharges.
• La compactification sur l’hypersurface X˜4=K3 de groupe d’holonomie SU(2).
• La compactifiaction sur des varie´te´s de Calabi-Yau a` six dimensions (trois com-
plexes) X˜6 = Y3 ayant un groupe d’holonomie SU(3).
Par ailleurs, puisqu’il existe cinq types de mode`les de supercordes consistants a` 10 dimen-
sions et diffe´rent choix possibles de varie´te´s compactes X˜d, nous allons nous trouver avec
un grand nombre de mode`les de supercordes de divers dimensions qui ont un nombre de su-
persyme´trie d’espace-temps diffe´rent et un nombre de degre´s de liberte´ aux faibles e´nergies
diffe´rents. Les e´tats du vide de ces mode`les de supercordes de dimension infe´rieures sont
diffe´rents de ceux a` dix dimensions. Ces vides sont de´termine´s par les valeurs moyennes
des champs scalaires de masse nulle dits champs de module. L’ensemble de ces scalaires
constitue une varie´te´ souvent de´nomme´e espace des modules (moduli space).
La compactification offre les possibilite´s de:
• Re´duire le nombre de charges supersyme´triques.
• De´crire les mode`les de supercordes a` divers dimensions.
• Donner naissance a` des connections entre diffe´rents mode`les de supercordes.
Cette dernie`re proprie´te´ sera conside´re´e lorsqu’on e´tudiera les syme´tries de dualite´s dans le
chapitre cinq. Ces dernie`res permettent de re´soudre partiellement le proble`me de l’absence
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de la syme´trie de jauge non abe´lienne en the´orie perturbative des supercordes de type II.
Ainsi il indique l’existence de l’aspect non perturbatif des mode`les de supercordes base´ sur
l’e´tude des objets e´tendus appele´s branes dont les masses augmentent proportionnellement
avec 1
g2
, et ils e´chappent donc au spectre perturbatif. Le cas le plus inte´ressant de ces
compactifications est observe´ a` six dimensions de la supercorde he´te´rotique sur le tore
T 4 ou la supercorde de type IIA sur la surface K3. Ces deux mode`les, de supersyme´trie
N = 2 a` six dimensions, posse`dent le meˆme espace des modules. Cette proprie´te´ est
confirme´e par l’e´tude des solutions solitoniques qui fournissent le spectre des e´tats non
perturbatifs (Dp-branes)[3].
3.1 Compactification toroidale des supercordes
Afin de mieux comprendre la compactification toroidale, nous commenc¸ons par le cas
simple du cercle S1 de rayon R.
3.1.1 Compactification sur S1
Dans ce cas, la coordonne´e compacte de la corde est donne´e par
X(σ + 2π, τ) = X(σ, τ) + 2πmR, (3.1.1)
ou` m ∈ Z. Apre`s la compactification sur S1, le spectre comporte des e´tats de masse
M = m
R
correspondant aux excitations des champs portant un moment interne P = m
R
suivant la direction compacte. Il contient e´galement des e´tats d’enroulement de masse
M = nR
α′
(n ∈ Z) correspondant a` une supercorde enroule´e n fois autour du cercle S1.
Dans la construction de l’espace de Hilbert pour S1 nous devons relaˆcher la condition
PL = PR. Cette e´galite´ n’est plus valable du fait que la supercorde ferme´e X(τ, σ) peut
tourner autour du cercle S1 sans revenir ne´cessairement a` sa position initiale. Les moments
(PL, PR) sont donne´s par
(PL, PR) = (
m
2R
+ nR,
m
2R
− nR). (3.1.2)
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Notons que nous avons les proprie´te´s typiques suivantes:
PL 6= PR,
P 2d − P 2g = 2mn ∈ 2Z,
contrairement au cas des varie´te´s non compactes.
Le spectre de toutes les valeurs permises de (PL, PR) est invariant par la transformation
R→ 1
2R
et n→ m. Cette syme´trie est une conse´quence de ce qu’on appelle la dualite´-T.
Elle admet une extension remarquable dans le cas des compactifications toroidales sur un
tore de dimension supe´rieure. En effet, e´tant donne´ un tore T d = (S1)⊗d de dimension
d, tous les autres tores sont alors obtenus en faisant une transformation de boost du
groupe SO(d, d) sur les vecteurs (PL, PR). Puisque la rotation du couple (PL, PR) par
une transformation de O(d) × O(d) ne change pas le spectre des e´tats de la supercorde
et que les transformations de Boost O(d, d,Z) ne changent pas le re´seau, il en de´coule
que l’espace des choix des tores T d ine´quivalents est un espace homoge`ne de dimension d2
donne´ par
SO(d, d)
SO(d)× SO(d)× SO(d, d,Z) . (3.1.3)
Le groupe SO(d, d,Z) ge´ne´ralise la dualite´-T conside´re´e dans le cas de S1 pour une com-
pactification sur T d. Plus ge´ne´ralement, la dualite´-T s’e´tend aux compactifications sur
des espaces de Calabi-Yau: c’est la syme´trie miroir. Cette dernie`re d’intereˆt primordial
dans la nouvelle e´tude des mode`les de supercordes sera traite´e dans ce chapitre. Dans
ce paragraphe nous allons pre´ciser comment la dualite´-T se manife´ste sur les champs de
Fermi.
3.1.2 Compactification des mode`les N = 2 sur T d
Dans cette e´tude nous allons voir que la compatification des mode`les IIA et IIB sur un
cercle de rayon R ont les meˆmes degre´s de liberte´ aux faibles e´nergies. En fait, IIA et
IIB compactifie´es sur S1 sont e´quivalentes puisqu’elles sont interchange´es par la dualite´-T
qui agit comme R en 1
R
. Cette syme´trie agit aussi sur les fermions le long de la direction
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compacte S1:
ψ9L → −ψ9L
ψ9R → +ψ9R. (3.1.4)
Cette e´quation montre que le produit des fermions gauches ψoLψ
1
L . . . ψ
9
L, de´terminant la
chiralite´ d’espace-temps, se transforme en son oppose´. Ceci implique que sous la pro-
jection GSO, nous aboutissons a` une chiralite´ oppose´e a` celle qu’on avait auparavant et
ainsi les spineurs 8S et 8C du secteur gauche s’interchangent.
Dans la compactification sur T d, les e´le´ments du groupe de dualite´ O(d, d,Z) qui
changent les mode`les IIA et IIB sont ceux qui n’appartiennent pas au groupe SO(d, d,Z).
Cela signifie que le groupe SO(d, d,Z) est une syme´trie de IIA et de IIB se´pare´ment. Par
contre, les e´le´ments discrets de O(d, d,Z) ne le sont pas.
Dans la compactification toroidale des mode`les de supercordes de type II, les d2 scalaires
parame`trisent l’espace quotient SO(d,d)
SO(d)×SO(d) correspondant aux choix de la me´trique gij,
(d(d+1)
2
de´gre´s de liberte´), et celui du champ antisyme´trique Bij , (
d(d−1)
2
de´gre´ de lib-
erte´s), sur le tore T d respectivement. Notons que le dilaton ainsi les valeurs moyennes des
tenseurs antisyme´triques de jauge du secteur de Ramond fournissent aussi des modules
supple´mentaires de la the´orie compactifie´e sur laquelle la dualite´-T doit encore agir.
Exemple 1: IIA/ T 4
A titre d’exemple, e´tudions la compactification du mode`le IIA sur T 4. Nous avons
16 parame`tres, spe´cifiant l’espace SO(4,4,R)
SO(4)×SO(4) , parame`trisant respectivement les valeurs
moyennes des champs gij et Bij sur le tore T
4. En plus de ces parame`tres provenant du
secteur NS-NS, nous avons aussi 8 ( C14 + C
3
4 = 4 + 4) parame`tres spe´cifiant le choix
des champs de Ramond Aµ et Cµνλ respectivement. Il faut encore ajouter un scalaire qui
correspond au dilaton donnant lieu a` 25 scalaires de´finissant l’espace totale des modules
IIA sur T 4
SO(5, 5)
SO(5)× SO(5). (3.1.5)
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Notons au passage que cet espace des modules peut eˆtre aussi obtenu a` partir de la
compactification de la the´orie de supergravite´ N = 1 a` onze dimensions sur le tore T 5 [3].
3.1.3 Compactification des mode`les N = 1 sur T d
Rappelons qu’a` dix dimensions, nous avons trois mode`les de supercordes ayant une super-
syme´trie N = 1. Ce sont les mode`les he´te´rotiques E8 × E8 et SO(32) et type I SO(32).
Par exemple, dans le cas de la supercorde he´te´rotique, les bosons de jauge a` 10 dimensions
fournissent apre`s compactification toroidale sur T d (16 × d) modules associe´s aux lignes
de Wilsons brisant la syme´trie de jauge de rang 16 par le me´canisme de Hosotani. Nous
devons ajouter a` ces modules le choix de la me´trique gij, le dilaton ainsi que le champ
antisyme´trique Bij sur T
d dont les modules forment le meˆme espace quotient que celui du
secteur NS-NS de la the´orie de type II discute´ auparavent ( SO(d,d)
SO(d)×SO(d)). La structure de
l’espace des modules total est donne´e par
SO(d+ 16, d)
SO(d)× SO(d+ 16) × SO(1, 1), (3.1.6)
modulo le groupe de la dualite´-T e´tendu O(d + 16, d,Z). La construction de l’espace de
Hilbert dans ce cas ne diffe`re de celle de type II a` D=10 que par le fait que (PL, PR)
appartient maintenant a` un re´seau de Lorentz pair et auto-dual de signature (d + 16, d)
appele´ re´seau de Narain Γd+16,d [29]. Notons aussi que lorsque le re´seau Γd+16,d est fac-
torise´ en Γd,d⊕Γ16, pour des lignes de Wilson nulles, nous retrouvons la syme´trie de jauge
SO(32) (ou E8 × E8) de la the´orie a` dix dimensions. Il de´coule de l’unicite´ du re´seau de
Narain Γd+16,d dans la compactification toroidale que les the´ories he´te´rotiques SO(32) ou
E8 ×E8 sont isomorphes par la dualite´-T.
Exemple 2: He´te´rotique sur T 6
A titre d’exemple, conside´rons la compactification sur T 6 donnant une the´orie N = 4
a` D = 4 . Nous avons 6× 6 = 36 parame`tres spe´cifiant la me´trique gij, le champs Bij et
le dilaton φ. En plus de ces parame`tres, il faut ajouter 16× 6 = 96 parame`tres provenant
des lignes de Wilsons du champ de jauge du groupe SO(32) ou E8 × E8. L’espace des
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modules de la supercorde he´te´rotique sur T 6 est donne´ par
SO(22, 6,R)
SO(22,R)× SO(6,R) ×
Sl(2,R)
SO(2,R)
. (3.1.7)
ou` Sl(2,R)
SO(2,R)
correspond au champ complexe dilaton-axion. Finalement notons que pour la
the´orie de type I, la partie locale de son espace des modules sur T d est vue comme celle
de la supercorde he´te´rotique et admet le meˆme groupe de la dualite´-T SO(d+ 16, d,Z).
3.2 Varie´te´s de Calabi-Yau
La compactification toroidale que nous avons expose´ jusqu’a` pre´sent pre´serve la totalite´
des charges supersyme´triques de la the´orie non compactifie´e [3, 29]. Cependant, les
mode`les re´sultants a` quatre dimensions, par exemple les supercordes he´te´rotiques, ont
la supersyme´trie d’espace-temps et n’ont pas de fermions chiraux. La brisure partielle
de la supersyme´trie N = 4 vers N = 1 est parmi les exigences fondamentales pour con-
struire des mode`les de supercordes semi-re´alistes. Dans le but de remplir ces exigences,
il faudrait compactifier les supercordes sur une varie´te´ complexe compacte de Calabi-Yau
X˜6 = CY3 avec une courbure de Ricci nulle et ayant un groupe d’holonomie SU(3)H
[28, 37, 31]. Ainsi cette compactification permet de briser le groupe de jauge de la su-
percorde he´te´rotique en identifiant la connexion de spin du groupe SU(3)H de X3 avec la
connexion de jauge d’un sous groupe SU(3)YM de l’un des deux facteurs E8 de la the´orie
E8 × E8 a` dix dimensions. Le mode`le re´sultant a` quatre dimensions a pour groupe de
jauge E6 ×E8.
En ge´ne´ral, les varie´te´s de Calabi-Yau de dimension n sont des espaces complexes, Kahle´riens,
compacts ayant un tenseur de Ricci nul et un groupe d’holonomie SU(n). Il existe
diffe´rentes fac¸ons de construire ces varie´te´s. Nous citons:
• Orbifolds de T 2n.
• Fibration elliptique sur une varie´te´ complexe Bn−1 de dimension n− 1.
• Hypersurfaces dans les espaces projectives, ou` plus ge´ne´ralement dans les varie´te´s
toriques.
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3.2.1 Surface K3
K3 est une varie´te´ Kahle´rienne compacte de dimension re´elle 4. Elle est simplement
connexe, de courbure de Ricci nulle et a un groupe d’holonomie SU(2) assurant l’existence
des spineurs covariantiquement constants [52, 53, 54, 55, 56]. Elle a la moitie´ du nombre
de spineurs covariantiquement constants de T 4. La compactification sur K3 pre´serve
la moitie´ des charges supersyme´triques de celles de la compactification sur T 4. Cette
compactification joue un roˆle centrale dans les conjectures de dualite´s des supercordes,
dans la construction ge´ome´trique des the´ories des champs supersyme´triques de´veloppe´e
par S. Katz, P. Mayr et C. Vafa dans [41]. Avant de conside´rer la compactification des
diffe´rents mode`les de supercordes sur K3, nous commenc¸ons tout d’abord par fixer une
re´alisation ge´ome´trique de K3. Nous conside´rons ici la re´alisation de T
4
Z2
avec T 4 = R
4
Z4
parame`trise´ par les coordonne`es re´elles xi (ou` i = 1, . . . , 4):
xi ≡ xi + 1. (3.2.1)
En coordonne´es complexes z1 = x1 + ix2 et z2 = x3 + ix4, le tore T
4 peut eˆtre vu comme
le plan complexe C2 quotiente´ par la syme´trie Z4:
zk ≡ zk + 1, zk ≡ zk + i, k = 1, 2. (3.2.2)
L’espace T
4
Z2
est obtenu a` partir de T 4 en imposant la syme´trie
Z2 : zi → −zi, i = 1, 2, (3.2.3)
renversant les deux coordonne´es complexes zi du tore T
4. L’espace re´sultant dit orbifold,
pre´sente 16 points singuliers correspondant aux points fixes de la syme´trie Z2. Ce sont
les points (z
(k)
1 , z
(k)
2 ); k = 1, . . . , 4 avec z
(k)
i = 0,
1
2
, 1
2
i, 1
2
+ 1
2
i.
Au voisinage de chaque point singulier, K3 se comporte comme l’espace C
2
Z2
de coordonne´es
complexes (z1, z2) [57, 58, 59]. En effet, au voisinage d’un point fixe (z1, z2) ≡ (−z1,−z2),
nous pouvons choisir des coordonne´es complexes u, v et w qui sont invariantes sous la
syme´trie Z2
u = z21 , v = z
2
2 , w = z1z2. (3.2.4)
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Cette nouvelle parame`trisation de´crit un mode`le local singulier, connu sous le non de
singularite´ A1 dans la classification des singularite´s des surfaces complexes:
uv = w2. (3.2.5)
Cette e´quation complexe peut aussi s’e´crire, par un choix convenable des variables com-
plexes u, v et w, sous la forme
u2 + v2 + w2 = 0. (3.2.6)
La partie re´elle de cette e´quation n’est autre que une sphe`re S2 (2-cycle) de rayon ze´ro,
donc d’aire nulle. Cette singularite´ peut eˆtre re´solue par une de´formation des structures
de Kahler ou complexe en changeant l’e´quation (3.2.6) par
u2 + v2 + w2 = χ. (3.2.7)
Ge´ome´triquement ceci correspond a` donner a` la sphe`re pre´ce´dente une aire finie de´termine´e
par la partie re´elle de χ. Notons au passage que cette e´tude admet une extension remar-
quable en termes des singularite´s de type ADE. Ils sont classe´s comme suit
An : x
2 + y2 + zn+1 = 0
Dn : y
2 + x2z + zn−1 = 0
E6 : y
2 + x3 + z4 = 0
E7 : y
2 + x3 + xz4 = 0
E8 : y
2 + x3 + z5 = 0.
(3.2.8)
La homologie du T
4
Z2
contient les formes non twiste´es qui correspondent aux formes de
l’espace initial pre´servant la syme´trie Z2. Il y a 8 e´le´ments re´partis comme suit
1 h0,0=1
dz1 ∧ dz2 h2,0 = 1
dz¯1 ∧ dz¯2 h0,2 = 1
dzi ∧ dz¯j h1,1 = 4
dz1 ∧ dz2 ∧ dz¯1 ∧ dz¯2 h2,2 = 1
Total 8
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ou` hp,q repre´sente le nombre des formes (p, q) sur K3, p, q entiers appartenant a` la classe
homologique (p, q). En plus de ces formes, nous avons 16 2-formes non triviales corre-
spondant aux 2-cycles non triviales qui re´solvent les 16 singularite´s de l’orbifold. Ces
formes de type H1,1 (K3) affectent uniquement h1,1 par un facteur additif 16 de sorte que
h1,1 = 4 + 16 = 20. La cohomologie totale de K3 est alors donne´e par le diamant de
Hodge suivant [3, 60, 61, 62]:
h0,0
h1,0 h0,1
h2,0 h1,1 h0,2
h2,1 h1,2
h2,2
=
1
0 0
1 20 1.
0 0
1
(3.2.9)
3.2.2 Espace des modules de K3
L’orbifold K3 a h1,1 = 20 de´formations de Kahler re´elles et 20 de´formations complexes
(40 parame`tres re´els) [60, 61, 63, 62, 64]. Ces dernie`res sont spe´cifie´es par le choix de la
2-forme holomorphe Ω2 de K3. Tenant compte du fait que pour chaque me´trique de Ricci
plate de K3, nous pouvons fixer un parame`tre complexe, il reste alors 58 = 2 × 19 + 20
parame`tres re´els. Le choix de la me´trique sur K3 est donc parame`trise´ par l’espace des
modules ge´ome´triques
Mgeo =
SO(19, 3,R)
SO(19,R)× SO(3,R) ×R
+, (3.2.10)
ou` SO(19,3,R)
SO(19,R)×SO(3,R) est un re´seau pair autodual du type Γ
19,3, que l’on a recontre´ lors de
la compactification toroidale des supercordes he´te´rotiques sur T 3 [3]. R+ correspond a`
un facteur d’e´chelle global de la me´trique de K3, qui peut eˆtre vu comme le volume de
K3. Dans le cas ou` la varie´te´ K3 est re´alise´e comme une fibration elliptique de la sphe`re
S2, qui peut eˆtre vue localement comme
K3 = T 2 × S2, (3.2.11)
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l’espace des modules est de dimension complexe 18 plus 2 parame`tres re´els correspondant
aux classes de Kahler de la base et de la fibre. Cet espace est isomorphe a`
Mgeo =
SO(18, 2,R)
SO(18,R)× SO(2, R) ×R
+ ×R+. (3.2.12)
Les modules ge´ome´triques de K3 ne suffisent cependant pas a` de´crire la compactification
de la the´orie des supercordes sur cet espace. Il faut ajouter les valeurs moyennes du
tenseur antisyme´trique Bµν du secteur NS−NS, celles des tenseurs antisyme´triques de
R−R dans le cas des mode`les type II, et celles des champs de jauge dans le cas de
la the´orie de type I et les supercordes he´te´rotiques, ainsi le dilaton qui correspond a` la
constante de couplage de la supercorde gs = e
φ.
3.2.3 Varie´te´s de Calabi-Yau de dimension 3
Ce sont des espaces complexes ayant un groupe d’holonomie SU(3) pre´servant le quart (1
4
)
du nombre initial des charges supersyme´triques a` dix dimensions [1, 2, 3]. Ces varie´te´s sont
compactes de dimension trois complexes qui restent les candidats les plus probables pour
connecter les mode`les de supercordes a` notre e´chelle d’observation a` quatre 4 dimensions.
Comme pour K3, ces varie´te´s admettent aussi une construction comme orbifold de T 6.
L’ide´e de cette construction est de conside´rer T 6 comme le produit T 2 × T 2 × T 2 et
quotienter ensuite par une transformation Z3 simultane´e sur chaque T
2 comme suit:
x1 + ix2 → w1(x1 + ix2),
x3 + ix4 → w2(x3 + ix4),
x5 + ix6 → w3(x5 + ix6), (3.2.13)
ou` wi, i = 1, 2, 3 sont des e´le´ments de Z3 satisfaisant w
3
i = 1. L’espace re´sultant est une
varie´te´ de Calabi-Yau avec 33 = 27 points fixes. Ces points singuliers doivent eˆtre re´solus
afin de rendre la varie´te´ de Calabi-Yau re´gulie`re. Notons que dans cette re´alisation, le
nombre de Hodge h1,1 e´gaul a` 36 (h1,1 = 36) re´parti comme suit: une contribution h1,1nt = 9
prevenant du secteur non twiste´ et correspond au choix de la forme dzi ∧ dz¯j . L’autre
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contribution h1,1t = 27 provient du secteur twiste´. Ce nombre 27 correspond aux essouf-
flements des point fixes par des sphe`res S2 de contibution h1,1 = 1× 27 = 27.
Notons qu’il existe deux autres fac¸ons pour re´aliser une varie´te´ de Calabi-Yau de dimen-
sion trois CY3.
(1) Elle peut eˆtre de´finie comme une hypersurface dans l’espace projectif P4 de coor-
donne´es homoge`nes (z1, z2, z3, z4, z5). La condition de Calabi-Yau exige que l’e´quation
alge´brique de CY3 est donne´e par un polynoˆme homoge`ne W5(zi) de degre´ cinq
W5(zi) = a1z
5
1 + a2z
5
2 + a3z
5
3 + a4z
5
4 + a5z
5
5 + a6z1z2z3z4z5 + . . . (3.2.14)
Les de´formations complexes sont donne´es par les coefficients complexes ai dont le nombre
est donne´ par les 126 parame`tres moins les 25 parame`tres de la syme´trie U(5), qui est
en accord avec h2,1 = 126 − 25 = 101. Quant aux de´formations de Kahler, nous avons
une seule (h1,1 = 1) qui correspond au volume de X3. (2) CY3 peut eˆtre vue comme la
fibration elliptique sur une base complexe de dimension deux B2 parame`trise´e par deux
coordonne´es complexes (z1, z2). Localement nous avons
X3 = T
2 × B2. (3.2.15)
L’e´quation alge´brique de ce mode`le est donne´e par
y2 = x3 + f(z1, z2)x+ g(z1, z2), (3.2.16)
ou` (x, y) sont deux variables complexes parame`trisant la courbe elliptique T 2. Notons
que l’espace des parame`tres de ce mode`le de´pend de la base B2. Ce type de varie´te´s sont
e´tudie´es dans le cadre de la compactification de la the´orie -F [39].
3.3 Compactification des Supercordes sur K3
3.3.1 Supercorde IIA sur K3
Dans la compactification du supercorde de type IIA sur K3, nous obtenons une the´orie
supersyme´trique N = 2 a` 6 dimensions. Puisque b1(K3) = b3(K3) = 0, les champs de
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Ramond ne ge´ne`rent pas des degre´s de liberte´ supple´mentaires sur K3. Alors que les
valeurs moyennes du tenseur antisyme´trique Bµν peuvent eˆtre mesure´es par b2(K3) = 22,
ou` bk =
∑
p+q=k
hp,q. Le spectre complet des e´tats non massifs de cette the´orie est donne´
par l’espace des modules [3]
M IIA =
SO(19, 3,R)
SO(19,R)× SO(3,R) ×R
+ ×R22 ×R+, (3.3.1)
qui peut eˆtre e´crit sous la forme
M IIA =
SO(20, 4,R)
SO(4,R)× SO(20,R) × SO(1, 1) (3.3.2)
ou` SO(1, 1) correspond au dilaton. Cet espace des modules est identique a` celui de la
supercorde he´te´rotique compactifie´e sur un tore T 4 [29]. Cette coincidence n’est pas
forfuite c’est une premie`re indication de l’exsitence d’une dualite´ entre la supercorde
IIA et celles he´te´rotiques. Nous reviendrons sur cette connection entre ces mode`les de
supercordes dans le dernier paragraphe de ce chapitre. La syme´trie O(20, 4,Z) contient la
syme´trie ge´ome´trique O(19, 3,Z) de K3. Elle de´crit des dualite´s perturbatives des the´ories
de supercordes analogues a` la dualite´-T des compactifications toroidales.
3.3.2 Supercorde IIB sur K3
Dans le cas du mode`le IIB, le secteur NS-NS donne les meˆmes modules que la the´orie
IIA, par contre le secteur R-R donne des modules supple´mentaires [3]. Le nombre total
de ces modules est re´sume´ dans le tableau suivant:
Me´trique 58
Champ B 22
Dilaton 1
Axion 1
2-forme 22
4-forme 1
Total 105
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Ces champs scalaires se combinent pour donner l’espace total des modules de IIB sur K3
M IIB =
SO(21, 5,R)
SO(21,R)× SO(5,R). (3.3.3)
Cet espace admet une identification sous les transformations du groupe SO(21, 5,Z).
Notons que les compactifications de type II sur K3 permettent de re´duire la dimension de
l’espace-temps a` 6 dimensions tout en conservant la moitie´ des charges supersyme´triques.
Les mode`les de ces the´ories a` D = 4 peuvent eˆtre obtenus par une compactification
supple´mentaire sur un espace de dimension deux. Par exemple dans le cas de la com-
pactification sur un tore T 2, on obtient une the´orie supersyme´trique N = 4 a` quatre
dimensions [?, ?].
3.3.3 Mode`les de supercordes N = 1 sur K3
Rappelons que les secteurs bosoniques de ces mode`les N = 1 sont gµν , Bµν , φ et A
µ =
AµaT
a, ou` {T a} sont les ge´ne´rateurs du groupe de jauge SO(32) ou E8 × E8. Pour les
champs gµν , Bµν et φ, nous avons la meˆme situation que pour la compactification du
secteur NS-NS des mode`les de type II sur K3. Concernant le champ de jauge Aµ, nous
pouvons choisir une configuration non nulle sans briser la supersyme´trie. Le point est que
si l’on conside`re des configurations des champs de jauge sur la surface K3 satisfaisant la
condition d’auto-dualite´:
F = ∗F, (3.3.4)
alors elles pre´servent le meˆme nombre de charges supersyme´triques que la me´trique sur
K3. Ces configurations, qui correspondent aux instantons standards de la the´orie de
jauge, doivent eˆtre prises en conside´ration car dans the´ories N = 1, nous devons satisfaire
l’e´quation suivante
dH = TrF ∧ F − TrR ∧ R, (3.3.5)
ou` H = dB est le champ fort du champ antisyme´trique Bµν . Notons qu’en l’absence de
singularite´ pour le champ H , nous avons la contrainte suivante
∫
K3
dH = 0. (3.3.6)
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Dans ce cas, le nombre des instantons de jauge, qui est relie´ a` la caracte´ristique d’Euler
χ(K3), est 24. Pour le groupe de jauge E8 × E8, ce nombre peut eˆtre re´parti entre les
deux facteurs E8 comme (12 + n, 12 − n). Notons qu’il est possible de conside´rer aussi
des configurations de vide telles que ∫
K3
dH = m. (3.3.7)
Dans ce cas, nous avons 24−m instantons. L’espace des modules complet de la compactifi-
cation des the´ories N = 1 contient les modules de´terminent la ge´ome´trie de la surface K3,
les valeurs moyennes du champ antisyme´trique Bµν , le dilaton ainsi les modules de´crivant
le choix du fibre´ de jauge, qui peut eˆtre vu comme l’espace des modules des instantons
sur la surface K3 [3].
3.4 Compactifications sur des Calabi-Yau de dimen-
sion 3
3.4.1 Compactification des mode`les N = 2
La compactification des mode`les de supercordes de type II sur n’importe quelles varie´te´s de
Calabi-Yau a` trois dimensions complexes conduit a` une the´orie supersyme´trique N = 2
a` 4 dimensions [65, 66, 67, 68, 69, 70]. Dans cette the´orie, nous avons trois types de
supermultiplets contenant les champs scalaires non massifs:
• Un multiplet vectoriel N = 2 contenant deux scalaires re´els, deux fermions de Weyl
et un boson vecteur (02, 1
2
2
, 1).
• Un hypermultiplet N = 2 contenant quatre scalaires re´els et deux fermions de Weyl
(04, 1
2
2
).
• Un supermultiplet gravitationnel (gµν , Aµ, ψAµ, ψA).
En ge´ne´ral, l’espace des modules des the´ories supersyme´triques N = 2 se factorise en un
produit
MV ⊗MH, (3.4.1)
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ou`MV est une varie´te´ Kahle´rienne de dimension 2NV parame`trise´e par les scalaires des
NV multiplets vectoriels et MH est une varie´te´ hyper-Kahle´rienne de dimension 4NH ,
correspondante aux NH hypermultiplets.
Dans le cas du mode`le IIA sur une varie´te´ de Calabi-Yau CY3, nous avons:
• h1,1(CY3) parame`tres complexes spe´cifiant la structure de Kahler de CY3 ainsi le
choix du champ antisyme´trique Bµν du secteur NS-NS.
• h2,1(CY3) modules complexes de´terminant la de´formation de la structure complexe
de CY3.
• h2,1(CY3) parame`tres complexes correspondant aux choix de la 3-forme Cµνρ.
• h0,3 + h3,0 = 2 parame`tres re´els provenant du champ 3-forme Cµνρ, plus 2 modules
re´els correspondant au dilaton et un champ scalaire dual du champ antisyme´trique
Bµν a` quatre dimensions.
Ces quatre champs scalaires forment un hypermultiplet supple´mentaire. Par conse´quent,
nous avons:
h1,1(CY3) multiplets vectoriels
h2,1(CY3) + 1 hypermultiplets.
(3.4.2)
Si nous conside´rons la supercorde IIB sur une varie´te´ CY ∗3 , au lieu de la supercorde
IIA sur CY3, nous avons 2h1,1(CY
∗
3 ) parame`tres complexes spe´cifiant la de´formation de
Kahler de CY ∗3 et le champ B
NS
µν et B˜
R
µν respectivement, 2 modules re´els provenant du
dilaton et l’axion de la the´orie IIB. Nous avons aussi h2,1(CY
∗
3 ) parame`tres complexes
parame`trisant la structure complexe de CY ∗3 . Alors que la 4-forme Dµνρλ donne h2,1(CY
∗
3 )
bosons vectoriels. Ces modules peut eˆtre arrange´s comme suit:
h2,1(CY
∗
3 ) multiplets vectoriels
h1,1(CY
∗
3 ) + 1 hypermultiplets.
(3.4.3)
Nous remarquons que les roˆles des structures complexes et de Kahler des varie´te´s de
Calabi-Yau CY3 et CY
∗
3 sont interchange´es :
h2,1(CY3)→ h1,1(CY ∗3 )
h1,1(CY3)→ h2,1(CY ∗3 ).
(3.4.4)
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Cette syme´trie est connue sous syme´trie miroir. Sous cette transformation, le mode`le type
IIA sur CY3 est e´quivalente au mode`le type IIB sur la varite´te´ miroir CY
∗
3 [3]. Notons
au passage que cette syme´trie est utlise`e dans la construction ge´ome´trique des the´ories
supersyme´triques a` quatre dimensions, notamment dans la de´termination des solutions
exactes de la branche de Coulomb du mode`le type IIA[41, 47]
3.4.2 Compactification des mode`les N = 1
La compactification des supercordes N = 1 (he´te´rotiques E8 ×E8, SO(32) et type I) sur
des Calabi-Yau de dimension trois conduit a` differents mode`lesN = 1 a` quatre dimensions.
Comme pour la compactification des supercordes N = 1 sur la surface K3, nous devons
choisir une configuration des champs de jauge de sorte que
TrF ∧ F = −1
2
TrR ∧R. (3.4.5)
Il se trouve qu’ il y a plusieurs fac¸ons de satisfaire cette contrainte. Une fac¸on parti-
culie`rement inte´ressante est de faire coincider un sous groupe SU(3)YM du groupe de
jauge G avec le groupe d’holonomie SU(3)H de la varie´te´ de Calabi-Yau tridimension-
nelle. Pour un des deux facteurs E8 de la the´orie de supercorde E8 × E8, nous avons la
brisure suivante:
E8 −→ E6 × SU(3). (3.4.6)
La repre´sentation adjointe 248, du groupe E8 se de´compose en termes des repre´sentations
(m,n) de E6 × SU(3)K de la manie`re suivante:
248 = (78, 1) + (1, 8) + (27, 3) + (27, 3). (3.4.7)
La matie`re charge´e est dans les repre´sentations 27 et 27. Le nombre 27 est donne´ par
h(1,1) et celui de 27 est donne´ par h(1,2). Notons qu’il existe aussi plusieurs champs
neutres qui correspondent a` la de´formation de la structure de Kahler (complexe) de la
varie´te´ de Calabi-Yau tridimensionnelle. En plus de ces champs scalaires neutres, nous
avons d’autres parame`trisant l’espace des modules de la connexion de jauge sur la varie´te´
de Calabi-Yau tridimensionnelle.
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Chapter 4
Solitons en the´ories des supercordes
Afin de mieux illustrer l’aspect non perturbatif de la the´orie des supercordes, nous com-
menc¸ons tout d’abord par rappeler certains re´sultats concernant la the´orie des champs
hors du re´gime perturbatif. A quatre dimensions, les phe´nome`nes non perturbatifs peu-
vent eˆtre obtenus par la recherche des solutions non triviales des e´quations de mouvement
des champs classiques. Ces me´thodes non perturbatives ont connus un de´veloppement
remarquable apre`s la de´couverte des instantons de t’Hooft et de Belavin et al [71, 72].
Ces instantons concernent les solutions auto-duales et antiauto-duales des e´quations de
Yang-Mills dans un espace Euclidien a` quatre dimensions.
F = ± ∗ F, (4.0.1)
ou` F est la courbure de la connexion de jauge.
Les instantons contribuent aux diffe´rentes quantite´s physiques par des termes en e
− 1
g2 , g
etant la constante de couplage, et correspondent a` des transitions par effet tunnel entre
les vides classiques de la the´orie.
Un deuxie`me type de configuration des champs jouant un roˆle important en physique non
perturbative correspond aux solutions statiques a` e´nergie finie des e´quations de mouve-
ment. Ces solutions, dites solitons, sont au contraire inde´pendantes du temps et localise´es
dans l’espace. Leurs masses varient comme 1
g2
, et e´chappent donc au spectre perturbatif
(g → 0). En the´orie des champs non perturbative, ces solutions correspondent a` des
nouvelles particules qui ne sont pas cre´es par les champs fondamentaux de la the´orie.
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Ayant discute´ les solitons en the´orie des champs nous retournons maintenant a` e´tudier
l’analogue de ces objets en the´orie des supercordes. Pour commencer notons que l’e´tude
du spectre des e´tats solitoniques dans les the´ories de supergravite´ a` 10 dimensions re`ve`le
l’existence des d’objets e´tendus a` p dimensions spatiales appele´s p-branes [73]. Ces objects
charge´s sous des tenseurs antisyme´triques (p+1)-formes apparaissent de fac¸on naturelle en
the´orie des supercordes et jouent un roˆle conside´rable dans la compre´hension des dualite´s
des mode`les de supercordes [3, 73, 74, 75, 76, 77, 78].
4.1 Branes et tenseurs antisyme´triques
Avant de donner une description explicite des p-branes, il est inte´ressant de rappeler que
le spectre des e´tats de masse nulle des the´ories de supercordes se compose de: le dilaton φ,
dont la valeur moyenne de´finit la constante de couplage de la supercorde gs = e
−φ, le gravi-
ton gµν de spin 2 et un certain nombre de tenseurs antisyme´triques de jauge de´pendant du
mode`le de supercorde en question. Ces tenseurs antisyme´triques ge´ne´ralisent la notion du
potentiel vecteur Aµ a` un tenseur antisyme´trique a` p+ 1 indice Ap+1, (ou` (p+ 1)-forme),
Ap+1 = Aµ1...µp+1dx
µ1 . . . dxµp+1 . (4.1.1)
Ce champ est invariant sous la transformation de jauge suivante
Ap+1 −→ Ap+1 + dλp, (4.1.2)
ou` d est la derivation exte´rieure (d2 = 0) et λp est une p-forme. Le champ fort invariant
de jauge est donne´ par
Fp+2 = dAp+1, (4.1.3)
satisfaisant l’e´quation de Maxwell
d∗Fp+2 = 0. (4.1.4)
Les objets charge´s sous ces tenseurs antisyme´triques de jauge Ap+1 sont appele´s p-branes.
Pour mieux illustrer la chose, nous rappelons que la dynamique d’une particule ponctuelle
couple´e a` une 1-forme Aµ implique le couplage:
SA =
∫
dτAµ
dXµ
dτ
. (4.1.5)
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La charge e´lectrique associe´e a` un champ de jauge Aµ dans un espace de dimension d est
mesure´e par le flux du champ e´lectrique a` travers une sphe`re Sd−2
QE =
∫
Sd−2
∗Fd, (4.1.6)
ou` Fd = dA. La charge magne´tique est determine´e de manie`re identique a` l’aide de la
dualite´ de Poincare` dA −→ ∗dA par
QM =
∫
Sd
F. (4.1.7)
De manie`re analogue on associe a` chaque champ de jauge Aµ1...µp+1 , a` p + 1 indices, un
objet e´tendu a` p dimensions spaciales et dont le chemin au cours du temps occupe un
volume de dimension p + 1 dans l’espace-temps. Cet objet appele´ p-brane ge´ne´ralise la
notion de particule ponctuelle (p = 0) et la corde (p = 1) a` des objets de dimension
interne d’ordre supe´rieure p > 1 [3]. Par conse´quant une p-brane se couple a` Aµ1...µp+1 par
un couplage ∫
Aµ1...µp+1dx
1 . . . dxp+1 (4.1.8)
ge´ne´ralisant les lignes de Wilson des the´ories de jauge et nous avons les re´sultats suivants
re´alise´s dans un espace-temps a` d dimensions:
(ı) La charge e´lectrique associe´e au champ A a` p+ 1 indices est mesure´e par:
QE =
∫
Sd−(p+2)
∗dA. (4.1.9)
(ıı) La charge magne´tique est de´finie a` l’aide de la dualite´ de Poincare´ par:
QM =
∫
Sp+2
dA. (4.1.10)
(ııı) La dualite´ e´lectrique -magne´tique en dimension d change donc une p-brane en une
q-brane avec
p+ q = d− 4 (4.1.11)
En particulier pour une 3-forme couple´e a` 2-brane nous avons
SA3 =
∫
d3σξαβγ∂αX
µ∂βX
ν∂γX
ρ. (4.1.12)
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L’e´tude des supercordes a` dix dimensions montre qu’il existe deux types des branes: NS-
NS -branes charge´es sous les tenseurs de jauge du secteur NS-NS, et Dp -branes charge´es
sous les champs antisyme´triques du secteur R-R. Nous avons la classification suivante de
type de D-branes que l’on recontre en the´orie des supercordes
Type IIB Type IIA He´te´rotique He´te´rotique Type I
E8 × E8 SO(32)
Type de corde ferme´e ferme´e ferme´e ferme´e ouverte
(et ferme´e)
Supersyme´trie N = 2 N = 2 N = 1 N = 1 N = 1
de l’espace-temps chirale non chiral
Syme´trie de jauge - - E8 × E8 SO(32) SO(32)
D-branes -1,1,3,5,7 0,2,4,6 - - 1,5,9
4.2 La physique D-branes
Les Dp-branes peuvent eˆtre vue comme des hypersurfaces de dimension p imerge´es dans
l’espace-temps, ils apparaissent comme des objets infiniment massifs a` faible couplage et
leurs masses m = 1
g2s
, ou` gs est la constante de couplage de corde. En re´gime du couplage
fort (gs → ∞), ces objects deviennent non massifs et dominent la dynamique non per-
turbative de la the´orie. De point de vue the´orie des supercordes, les D p-branes sont des
hypersurfaces sur lesquelles des supercordes ouvertes sont attache´es [2, 7]. La notion de D
p-brane, traduit le fait que les extre´mite´s des supercordes ouvertes satisfont les conditions
de bords de Dirichlet:
∂τX
µ(σ = 0, π) = 0, µ = p+ 1, . . . , 9. (4.2.1)
suivant les directions transveres; ainsi elles re´pondent aux conditions de Neumann sur
les (p+ 1) directions longitidinales, c.a`.d
∂σX
µ(σ = 0, π) = 0, µ = 0, . . . , p. (4.2.2)
Contrairement a` la the´orie des supercordes ouvertes libres ou` les modes se propagent
dans l’espace-temps a` dix dimensions, la syme´trie de Lorentz SO(1, 9) a` dix dimensions
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se brise en SO(1, p)×SO(9−p) sur le volume d’univers de la p-brane. Les fluctuations des
champs des supercordes ouvertes de´crivent alors la dynamique de la Dp-brane. De plus
les modes de masse nulle des supercordes ouvertes attache´es a` la D-brane correspondent
aux degre´s de liberte´ de la Dp-brane. Puisque le spectre de masse nulle des supercordes
ouvertes correspond au potentiel vecteur Aµ, la condition d’attachement sur les Dp-branes
implique que ce champ se propage uniquement sur le volume d’univers de dimension (p+1):
Aµ = αµ−1|0, k >, µ = 0, . . . , p, (4.2.3)
en prese`nce des 9 − p champs scalaires Ai, du point de vue du volume d’univers de la
Dp-brane,
Ai = αi−1|0, k >, i = p + 1, . . . , 9. (4.2.4)
4.2.1 Action des p-branes
En prese`nce du champ de jauge Aµ, l’action de´crivant la dynamique de la Dp-brane est
donne´e par l’action de Born -Infeld [2]
SBI =
∫
dp+1e−
φ
2
√
det(gµν + 2πα′Fµν), (4.2.5)
ou` F = dA est la courbure du champ de jauge A et g repre´sente la me´trique induite sur
le volume d’univers. La tension de la Dp-brane est donne´e par
Tp =
e−φ
(α′)
p+1
2
. (4.2.6)
En pre´sence d’un champ antisyme´trique Bµν du secteur de NS-NS, l’action de Born
-Infeld peut eˆtre ge´ne´ralise´e de la manie`re suivante
SBI = −Tp
∫
dp+1e−
φ
2
√
det(gµν + 2πα′Fµν)− iTp
∫
Ap+1, (4.2.7)
ou` Fµν est la courbure ge´ne´ralise´e donne´e par
Fµν = 2πα′Fµν − Bµν = 2πα′(∂µAν − ∂νAµ)− Bµν . (4.2.8)
Cette action peut eˆtre complete´e par l’adjonction des fermions dans le but d’avoir une
the´orie supersyme´trique sur le volume d’univers. Si nous conside´rons que la D p-brane est
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approximativement plate, la dynamique de ses fluctuations est de´crite par une the´orie de
Maxwell ordinaire U(1) a` (p+1) dimensions avec 9− p champs scalaires. Apre`s cette ad-
dition des champs fermioniques ψ, l’action a` faible e´nergie peut eˆtre e´value´e explicitement
par la re´duction dimensionnelle de la the´orie de Maxwell U(1) supersyme´trique N = 1 a`
dix dimensions
S =
1
g2YM
∫
d10x(−1
4
FµνF
µν +
1
2
ψ¯Γµ∂µψ) (4.2.9)
vers une the´orie a` (p+ 1) dimensions. Cependant cette the´orie, invariante sous la moitie´
des charges supersyme´triques, de´crit la dynamique d’une seule Dp-brane.
Une ge´ne´ralisation de cette analyse peut eˆtre e´tendue au cas de plusieurs Dp-branes par-
alle`les. Ceci conduit a` la the´orie de Yang-Mills supersyme´trique. Pour une configuration
des supercordes ouvertes attache´es sur deux Dp-branes diffe´rentes, la masse des e´tats
fondamentaux de ces supercordes ouvertes est donne´e par
M =
L
α′
, (4.2.10)
qui est proportionnelle a` leur e´longation L. Ces e´tats deviennent non massifs lorsque
les deux D p-branes coincident (L = 0). Dans le cas de N Dp-branes confondus, nous
avons N2 champs de jauge des supercordes ouvertes Aµij . Ceci conduit a` une the´orie de
Yang-Mills non abe´lienne U(N) sur le volume d’univers de dimension p+ 1 dont l’action
est de´finit par
SNp = Tp str
∫
Wp+1
dp+1e−
φ
2 (F 2µν + 2F
2
µI + F
2
IJ) (4.2.11)
ou` Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aν , Aµ], FµI = ∂µXI + [Aµ, XI ] et FIJ = [XI , XJ ] avec Aµ, XI
sont des matrices de U(N) 1. Notons que dans le cas ou` le potentiel est nul
Tr [XI , XJ ]
2
= 0, (4.2.12)
les matrices de position commutent et peuvent eˆtre simultane´ment diagonalise´e. Dans ce
cas nous avons la version abelie`nne et nous retrouvons la notion de position individuelle
de chaque brane.
1Nous signalons qu’il y a d’autres extensions associe´es avec les groupes SO et SP
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4.3 D-branes et les espaces de Calabi-Yau
Partant de p-branes nous pouvons re´duire certaines de ses dimensions internes en les
enroulant autour des directions compactes. L’enroulement d’une Dp-brane sur des cycles
compacts (Cr) de dimension r signifie que son volume d’univers contient r directions
compactifie´es conduisant a` une D(p−r)-brane dans l’espace-temps non compact. En fait,
on peut de´composer le potentiel de jauge Ap+1 en produit de deux potentiels l’un dans
les directions compactes de dimension r et l’autre (p + 1 − r) -forme dans les directions
non compactes; soit alors
Ap+1 → wr ∧Ap+1−r, (4.3.1)
ou` wr est une r-forme harmonique sur la varie´te´ compacte [3].
Dans la compactification sur des varie´te´s de Calabi-Yau, l’enroulement d’une Dp-
brane sur un cycle arbitraire brise toutes les supersyme´tries, ces cycles sont dites super-
syme´triques. On dinstigue deux cate´gories des cycles supersyme´triques dans une varie´te´
de Calabi-Yau CYd de dimension complexe d:
(ı) Les cycles de type A, de dimension re´elle d, sont tels que la forme holomorphe (d, 0)
est proportionnelle a` la forme volume induite par la me´trique de la varie´te´ CYd sur les
cycles compactes. La compactification sur ces cycles conduit a` des D p-branes de type A.
(ıı) Les cycles de type B sont les sous varie´te´s complexes holomophes de la varie´te´ CYd.
Ils conduisent a` D p-branes de type B.
Dans le contexte de la compactification des the´ories de supercordes II vers les dimensions
infe´rieures, nous distinguons deux cas particuliers inte´ressants:
♠ Dp-brane enroule´e sur un p-cycle Cp de dimension re´elle p et de volume Vp donne une
particule (p − p = 0-brane) charge´e sous un champ de jauge 1-forme (Aµ), obtenu par
la de´composition de (p + 1)-forme en terme d’une p-forme harmonique wp sur Cp, dans
l’espace-temps non compact ∫
Cp
Ap+1 →
∫
dτA. (4.3.2)
La masse M de D0-brane re´sultante est proportionnelle au volume Vp
M ∼ Vp. (4.3.3)
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Dans la limite ou` Vp tend vers ze´ro nous obtenons un nouveau e´tat non perturbatif de
masse nulle. Cette ide`e est a` la base de la construction ge´ome´trique des the´ories de
superYang-Mills a` partir de la the´orie des supercordes II [40].
♠ Dp-brane avec un volume d’univers enclidien de dimension (p+1) enroule´e sur un (p+1)-
cycle conduit a` des instantons de la the´orie des supercordes. Ces objets ge´ne´rent des cor-
rections non perturbatives par une action eS, ou` S = tension(brane) × volume d′univers.
Chapter 5
Dualite´s en The´orie des Supercordes
5.1 Dualite´ en the´orie des supercordes
La syme´trie de dualite´ a conduit a` une re´volution dans la conception des the´ories de
supercordes puisqu’elle a permis de voir les cinq mode`les de supercordes comme des man-
ifestations d’une seule the´orie [34], dite the´orie-M. En ge´ne´ral, une dualite´ entre deux
the´ories est une transformation reliant leurs e´tats [3]. La dualite´ a e´galement la proprie´te´
de transformer un proble´me difficile a` re´soudre dans une the´orie en proble`me facile a`
re´soudre dans la the´orie duale, en particulier elle permet de transposer l’e´tude de la lim-
ite du couplage fort d’une the´orie de supercordes a` celle du couplage faible dans la the´orie
duale, comme c’est le cas des the´ories he´te´rotiques et type I.
Dans ce chapitre nous nous inte´ressons a` la dualite´ entre la supercorde he´te´rotique et la
supercorde type IIA a` six et a` quatre dimensions. Ces dualite´s ont a` la base de plusieurs
re´sultats obtenus durant les quelques dernie`res anne´es.
5.2 Syme´trie de dualite´: De´finitions
Nous avons cinq mode`les de supercordes critiques a` 10 dimensions: IIA, IIB, type I
SO(32), he´te´rotique SO(32) et he´te´rotique E8 ×E8. La compactification de ces mode`les
donne plusieurs mode`les de supercordes dans les dimensions infe´rieures. Chacune de ces
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mode`les posse`de un espaces des modules parame´trise´ par les modules suivants:
• La constante de couplage de la supercorde gs = e<φ>, ou` < φ > est la valeur
moyenne du dilaton dans le vide.
• Les modules ge´ome´triques de la varie´te´ compacte X dont le nombre provient des
diffe´rents choix possibles de la me´trique. Pour un espace de Calabi-Yau de di-
mensions n, Ce nombre est donne´ par les de´formations de Kahler h1,1(CYn) et les
de´formations complexes hn−1,1(CYn) de CYn.
• Les valeurs moyennes des champs antisyme´triques des secteurs NS-NS, R-R et des
champs de jauge.
Ces trois types de valeurs moyennes parame`trisent l’espace des modules de la the´orie
compactifie´e [3] sur une varie´te´ X. Dans la re´gion de l’espace des modules ou` la con-
stante de couplage est faible, la the´orie perturbative est relevente. Alors que dans la
re´gion ou` la constante de couplage est forte, c’est plutoˆt le re´gime non perturbatif qui
est dominant. Un exemple de syme´trie de dualite´ est celle qui transforme une re´gion
perturbative d’une the´orie a` une re´gion non perturbative d’autre the´orie et vice versa.
Quand la syme´trie de dualite´ relie les deux re´gions de la meˆme the´orie, nous disons que
la the´orie est auto-duale (par example, mode`le IIB). Pour faciliter la lecture, nous avons
juge´ utile de revoir brie`vement les types de syme´tries des dualite´s que nous rencontrons
en the´orie des supercordes.
5.2.1 Dualite´-T
Comme nous avons vu dans la compactification des mode`les de supercordes sur un cercle
de rayon R. La dualite´-T consiste a` faire la transformation R −→ α′
R
. Cette syme´trie se
ge´ne´ralise vers le groupe SO(d, d,Z) lors de la compactification toroidale sur le tore T d.
Cette dualite´ relie la re´gion de faible couplage de deux the´ories diffe´rentes. Par exemple,
le mode`le IIA sur un cercle de rayon R est dual au mode`le IIB sur un cercle de rayon
1
R
. De la meˆme fac¸on les deux mode`les de supercordes he´te´rotiques sont e´quivalentes a`
neuf dimensions. A cause de cette syme´trie de dualite´, les cinq mode`les de supercordes a`
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dix dimensions se re´duisent a` trois mode`les distincts a` neuf dimensions: type II, type I et
supercorde he´te´rotique. Il est naturel de chercher d’autres relations entre ces trois mode`les
de supercordes. Sachant que la dualite´-T intervient dans une limite perturbative. Nous
nous attendons a` retrouver un lien entre ces trois mode`les de manie`re a` e´tendre la dualite´
perturbative vers une dualite´ non perturbative. Pour cela nous allons e´tudier autre type
de dualite´.
5.2.2 Dualite´-S
C’est une transformation de dualite´ reliant deux re´gimes de couplages diffe´rents. Elle est
donne´e par l’inversion du couplage gs,
gs −→ 1
gs
. (5.2.1)
Cette dualite´ nous permet de de´crire le couplage fort (faible) d’une the´orie a` l’aide du
re´gime a` couplage faible (fort) de sa the´orie duale. La dualite´-S va au dela` de la dualite´
e´lectrique-magne´tique apparaissant en the´orie de Yang-Mills a` quatre dimensions. Notons
qu’il exite un autre type de dualite´ dite dualite´-U. Cette dernie`re est une combinaison de
la dualite´-T et la dualite´-S.
5.3 Dualite´ faible-fort couplage a` dix dimensions
Dans ce paragraphe, nous de´crivons deux exemples a` dix dimensions: Le premier corre-
spond a` la dualite´-S (Sl(2, Z)) de la the´orie de type IIB, tandis que le deuxie`me exemple
est celui de la dualite´ he´te´rotique SO(32)-type I SO(32).
5.3.1 Auto-dualite´ du mode`le IIB
Rappelons que le supermultiplet gravitationnel du mode`le type IIB a` 10 dimensions con-
tient le graviton gµν , deux gravitino ψ
α˙
µ,α deux tenseurs antisyme´triques Bµν , B˜µν , un
champ scalaire complexe τ = χ + ie−φ, dont la partie imaginaire est identifie´e avec la
70 Dualite´s en The´orie des Supercordes
constante de couplage de la the´orie des supercordes et une quatre forme Dµνρλ auto-duale
dD = ∗dD. La dualite´-S est une transformation particulie`re du groupe Sl(2,Z) agissant
sur le parame`tre τ = χ+ ie−φ comme [34, 35, 79]
τ → aτ + b
cτ + d
; a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1, (5.3.1)
ou` χ correspond a` la valeur moyenne de l’axion de R-R du mode`le type IIB. D’autre
part la paire (Bµν , B˜µν) se transforme sous la syme´trie Sl(2,Z) comme un doublet(
Bµν
B˜µν
)
→
(
a b
c d
)(
Bµν
B˜µν
)
, (5.3.2)
alors que la me´trique et la quatre forme restent invariantes. Dans le cas χ = 0, nous voyons
que g → 1
g
et B → B˜ et B˜ → −B c’est la syme´trie de dualite´-S. Cette syme´trie e´change
la supercorde fondamentale charge´e sous Bµν en D1-brane (D-corde) charge´e sous B˜µν .
Une fac¸on de voir cette e´quivalence est au niveau de leurs actions sur la surface d’univers.
En effet, la partie bosonique de la supercorde fondamentale du mode`le type IIB
SF =
1
α′
∫
dσ2(∂aX
i)2, (5.3.3)
peut eˆtre identifie´e avec l’action de la D-corde. Cette action est de´crite dans la jauge du
coˆne de lumie`re par un champ de jauge Aα et huit champs scalaires X
i a` deux dimensions.
En particulier, elle est obtenue par la re´duction dimensionnelle de la the´orie de super
Yang-Mills a` dix dimensions vers deux dimensions
SD =
1
gsα′
∫
dσ2{F 2αβ + (∂aX i)2}, (5.3.4)
ou` F 2αβ est le champ fort de Aα. Ce dernier ne contenant pas des degre´s de liberte´ de
jauge et qui conduit par suite a` l’e´quivalence cis mentionne´. Notons au passage que la
NS5-brane est e´galement identifie´e a` la D5-brane du secteur de R-R du mode`le type IIB
alors la D3-brane est invariante.
5.3.2 Dualite´ type I- he´te´rotique SO(32)
A dix dimensions, la the´orie super Yang Mills avec la syme´trie de jauge SO(32) a deux
re´alisations diffe´rentes l’un provenant du mode`le de type I et l’autre de la supercorde
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he´te´rotique SO(32). Quoique, ces deux mode`les ont le meˆme spectre des e´tats de masse
nulle (gµν , Bµν , φ, Aµ), elles ne peuvent eˆtre relie´es trivialement a` cause de leurs proprie´te´s
perturbatives comple`tement diffe´rentes. Ce qui nous ame`ne a` conjecturer l’exsitence d’une
dualite´ faible-fort couplage:
gHet −→ 1
gI
.
Cette transformation identifie le tenseur Bµν de la supercorde he´te´rotique SO(32) avec
le tenseur B˜µν du mode`le type I, SO(32). Donc la supercorde he´te´rotique, charge´e sous
Bµν , peut eˆtre identifie´e avec la D1-brane du mode`le type I, charge´e sous B˜µν . Les
champs de jauge associe´s a` la syme´trie SO(32) de la supercorde he´te´rotique correspondent
pre´cise´ment aux champs de la surface d’univers de la D1-brane. En particulier, ces champs
correspondent aux modes de masses nulles des supercordes ouvertes dont les extre´mite´s
sont attache´es a` la D1-brane. Finalement la NS 5-brane he´te´rotique peut eˆtre e´galement
identifie´e a` la D5-brane du mode`le type I [79].
Dans cette section, nous avons de´crit deux exemples de la dualite´ faible-fort couplage.
Connaissant le re´gime a` faible couplage, nous pouvons alors de´terminer la limite de cou-
plage fort des mode`les IIB, type I et he´te´rotique SO(32). Une question naturelle qui se
pose a` ce niveau: Quelle est la dynamique a` fort couplage des the´ories IIA et la supercorde
he´te´rotique E8×E8? Il se trouve que la dynamique a` fort couplage de ces deux dernie`res
a une origine diffe´rente et son interpre´tation ne´cessite d’aller au dela` de la dimension dix
d’espace-temps, vers onze dimensions [34].
5.4 Dualite´ type II- he´te´rotique
5.4.1 Type IIA sur K3/ he´te´rotique sur T 4
Apre`s compactification sur un cercle, la dualite´ ne laisse que trois mode`les de supercordes
apparemment distinctes: type II (IIA est e´quivalente IIB), mode`le type I SO(32) et la
suprecorde he´te´rotique (SO(32) ou E8 × E8 ). De plus les deux modeles SO(32) sont
aussi identifie´es par la dualite´ faible-fort couplage. La question qui se pose a ce niveau
et de voir s’il existe e´galement une description duale dans laquelle les the´ories N = 1 et
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N = 2 soient relie´es?. La re´ponse est positive; en effet, le cas le plus e´tudie´ est donne´ par
la dualite´ de la the´orie de type IIA sur la surface complexe K3 et la the´orie he´te´rotique
sur T 4 [36, 37, 3, 8]. Ces deux the´ories pre´sentent le meˆme espace des modules:
SO(1, 1)× SO(20, 4,R)
SO(20,R)SO(4,R)
, (5.4.1)
ou` SO(1, 1) correspond a` la constante de couplage de la corde, et le quotient SO(20,4,R)
SO(20,R)SO(4,R)
correspond a` l’espace des modules du re´seau pair auto-dual de Narain Γ20,4, de´finissant
la compactification de la supercorde he´te´rotique sur T 4, ou encore aux modules de la
compactification de la supercorde type IIA sur K3. Notons que la the´orie des supercordes
he´te´rotiques posse´dent une syme´trie de jauge non abe´lienne, alors que la the´orie de type
IIA sur K3 ne posse`de que des champs de jauge abe´liens provenant du secteur R-R. Ces
champs correspondent soit au champ de jauge 1- forme (D0-branes), soit a` la re´duction
du tenseur antisyme´rique 3- forme (D2-branes) sur les deux cycles de K3. Quoique,
ces deux the´ories ont des groupes de jauge diffe´rents, la conjecture de dualite´ IIA sur
K3 et he´te´rotique sur T 4 a passe´e avec succe`s plusieurs tests en particulier en utilisant
les D-branes. La syme´trie non abe´lienne de la supercorde he´te´rotique est associe´e en
IIA a` la syme´trie des points singuliers de l’espace des modules de K3. Lorsqu’un ou
plusieurs 2-cycles s’annulent, les D2-branes de la the´orie de type IIA enroule´es autour
d’eux ge´ne´rent des particules de jauge de masse nulle portant une syme´trie de jauge non
abe´lienne de´termine´e par la matrice d’intersection des 2-cycles de K3 [80, 81, 82, 83]. De
plus, les singularite´s de K3 ont e´te´ classe´es par les singularite´s de type ADE. De cette
proprie´te´, il en de´coule entre autre que l’on peut identifier les e´tats de la supercorde
he´te´rotique tels que ceux du spectre (P 2L, P
2
R) = (0, 2) du re´seau de Narain avec le re´seau
d’homologie de la varie´te´ K3 singulie`re 1.
5.4.2 Dualite´ he´te´rotique -type IIA a` quatre dimensions
La dualite´ N = 2 he´te´rotique -type IIA a` six dimensions que nous venons de de´crire
peut eˆtre e´tendue a` quatre dimensions tout en conservant la totalite´ ou la moitie´ des
1On associe a` chaque racine simple des alge`bres de Lie ADE un 2-cycle de K3. Ainsi les matrices
d’intersections des 2-cycles de K3 aux celles de Cartan des alge´bres de Lie.
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supersyme´tries a` six dimensions [84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92]. Cette e´tude est
base´e sur l’argument adiabatique de Vafa et Witten [93]. Ce dernier consiste a` faire une
compactification des deux the´ories sur un meˆme espace de dimension re´elle deux.
Argument adiabatique.
En ge´ne´ral partant d’une the´orie A compactifie´e sur une varie´te´ KA duale a` une the´orie
B compactifie´e sur une varie´te´ KB,
A sur KA ∼ B sur KB,
et compactifions ces deux the´ories sur un meˆme espace M˜ , nous produisons une nouvelle
paire des the´ories duales dans des dimensions infe´rieures:
A sur (KA × M˜) ∼ B sur (KB × M˜).
Ce programme qui est connu sous l’argument adiabatique stipule que la dualite´ entre
les the´ories ci-dessus peut eˆtre vu comme e´tant une dualite´ entre les fibres K en tout
point de l’espace M˜ . Conside´rant la dualite´ he´te´rotique - type IIA a` six dimensions
et utilisant l’argument adiabatique on peut de´duire d’autres dualite´s a` 4 dimensions en
prenant M˜2 = T
2 ou S2 avec N = 4 et N = 2 respectivement.
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